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PREDMLUVA

Predkladany text, ktery se snazi jednoduchym zptisobem pftiblizit a oziejmit studenttiim
zakladni chemometrické postupy, je v podstaté mirn¢ upravenym opisem prvnich ¢ty kapitol
jediné uvadeéné literatury [1] ECKSCHLAGER, K. Chemometrie [Skripta]. UK, Praha 1991,
156 s., ktery dostatecné pokryva pozadavky kladené na studenty v oblasti teorie. Z tohoto
divodu jiz jina literatura neni uvadéna. Uvedeny text je pouze nutnou teoretickou zakladnou,
kterd musi byt individualné rozvijena praktickym pouzitim bézné dostupnych statistickych
softwarli, coz bude z Casovych divoda realizovano az v néslednych inovacich této studijni

opory.
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1 UVOD

Clenéni kapitoly:

» Uvod

@ Cas poti‘ebny ke studiu: 120 minut

Cil: Po prostudovani této kapitoly

pochopite zakladni zakonitosti sledovani, vytvareni a zpracovani

experimentalnich dat
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Vyklad

Poznavéani ptfirody je umoznéno lidskou aktivitou, kterd sméfuje k empirickému
ziskavani poznatkli pozorovanim nebo métenim a zobeciiovanim takto ziskdvanych informaci
v dil¢i hypotézy a ucelené teorie. Teorie se téz vytvaii logickym odvozenim z urcitych
predpokladii, axioma. Pfi volbé axiomli ma ovSem urCity vliv zkuSenost, empirie, event.
»redukce™ na exaktnéj$i obory (matematizace fyziky, matematizace a fyzikalizace chemie,
chemizace biologie) a vznik interdisciplinarnich védnich obort (fyzikalni chemie,

matematicka chemie, biochemie).

Metodami, které umoznuji rozsifovat védecké poznéni, se zabyva metodologie, coz je
obor na rozmezi filozofie a jednotlivych specielnich véd. Dnes se v metodologii pfirodnich
ved stale vice uplatiiuje 1 matematika. Je tedy metodologie ptirodnich véd pomérné exaktné
fundovana, pticemz ovSem filozoficky zplsob mysleni neztraci nic na svém vyznamu, spis se

pouze ,.kvantifikuje®.

Jednotlivé védecké Skoly a filozofické sméry, zabyvajici se metodologii
prirodovédeckého poznani, se 1isi hlavné tim, jaky zplisob poznavani preferuji. Filozoficky
smér, ktery preferuje shromazd'ovani, klasifikaci a zobectiovani empirickych poznatkl a dat,
oznacujeme jako empirismus; z matematickych metod vyuziva empirismus hlavné
statistickou indukci. Smér, ktery zdtraziiuje prvorady vyznam ucelenych teorii, se oznacuje
jako racionalismus: ten dnes vyuzivda mnoha matematickych oborti. Metody poznavani se
ovSem b¢hem cCasu vyvijeji, zdokonaluji a jsou pro rizné ptirodovédni obory ponékud
odlisné. V chemii prevlada empirické poznavani, casto zprostiedkované piistroji: dilezitym
voditkem pro strategii chemického vyzkumu je ovSem teoretickd chemie, zalozend na
axiomatickych, fyzikalnich disciplinach a tzv. matematickd chemie, ktera rozviji matematické

prostiedky pro teorii chemie a piedstavuje alternativni pfistup k jeji fyzikalizaci.
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V nékterych ptirodnich védéach je hlavnim zdrojem poznani pozorovani: to se Casto,
napt. v biologii, provadi tak, aby neovliviiovalo pozorovany objekt. V chemii spiSe
provadime laboratorni experiment (pokus), tj. pozorovani nebo métfeni za uméle nastavené¢ho
pocatecniho stavu a za presné fizenych podminek. Pozorovani i experiment mizeme zcela
obecné pokladat za proces ziskavani informace, ktery probihd ve stochastickém systému. Za
stochasticky oznacujeme takovy systém, ktery pii opakovani pro tentyz vstup poskytuje na
vystupu celé pravdépodobnostni rozdéleni vysledkd. Systém, ve kterém probiha experiment,
je zpravidla sestaven ze subsystémt, ve kterych probihaji jednotlivé dil¢i operace celého
experimentalniho postupu. Tyto subsystémy, jejich pofadi a vzajemna relace jsou pro funkci
celého systému nezbytné, ale kazdd z dilCich operaci, které probihaji v jednotlivych

subsystémech, ptispiva svym podilem k celkové neurcitosti experimentalniho vysledku.

Aby byl experiment uspé€sny, musi mit jasny cil a jiz pfi jeho navrhovani musime mit
uréitou predbéznou znalost nebo alesponi predstavu o objektu nebo déji, ktery sledujeme.
Vysledky pokusu musime zpracovat (zpravidla matematicky a Casto za pouziti pocitace), ma-
li skutecné poskytnout pozadovanou informaci. Provadime-li celou sekvenci pokust, mé¢l by
se kazdy dalsi pokus planovat s ohledem na vysledek predeslého. M¢élo by se stat béznym
na zpracovani dat. Pokusem vlastné¢ klademe piirodé otdzky: jeji odpoveédi pak umoziuji
popis (v anorganické a organické chemii vétSinou pomoci chemickych vzorci a reakénich
schémat), v analytické chemii Ciselné vyjadieni chemického slozeni, ve fyzikalni chemii
popis déje matematickym vztahem, event. vyklad (interpretaci) jeho pribchu a ptip. zjisténi
jeho pficin. I pfi tom ma diskuze celého tymu rizné zamérenych odbornikii mimoiadny

vyznam.

V metodologii chemického experimentu je dnes ziejmy piesun od diivéjsi logické
analyzy vysledkt kvalitativnich pokusti k matematickému zpracovani namétenych dat, dnes
Casto provadénému za pouziti pocitace, nékdy pfimo zapojeného na méfici pristroj. Proto
souvisi metodologie chemie dosti uzce s oborem, oznacovanym jako chemometrie. Ta je

definovana jako chemicka disciplina, kterd vyuziva matematickych metod:
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1. K volbé optimalni experimentalni strategie;

2. K ziskavani maxima relevantnich informaci z experimentéalnich vysledki a k

jejich prezentaci (uvadéni).

Chemometrické zpracovani vysledkl ¢asto usnadni vyklad ur¢itého chemického jevu a
jeho pfi¢in, zejména tim, Ze umoznuje ziskat z dat informace, které nejsou bez takového
zpracovani patrné. Chemometrie dale umoziuje vytvaret matematické modely
experimentalnich metodik a kvalifikovat pojmy, artikulované dosud pouze kvalitativng,
pficemz cCasto nachazi vztahy mezi pojmy, které byly dfive chdpany jako nezavislé.
Chemometrie také podava pravidla, jak prezentovat vysledky, aby byly zfejmé meze jejich
platnosti. Zcela obecné 1ze k chemometrii zatfadit vSe, co nam v chemii slouzi k tomu, aby se
jednotliva dil¢i fakta a experimentalni vysledky, ale i rlizna empiricka pravidla a domnénky

zménily v informace, resp. v ucelené poznatky.

Chemometrie vznikla koncem Sedesatych, zacatkem sedmdesatych let minulého stoleti
a od t¢ doby se stale vyviji. Oznaceni ,,chemometrie” pouzil poprvé S. WOLD v roce 1972.
Zatimco pro chemometrii sedmdesatych let, zamétenou hlavné na fyzikalné-chemické metody
a vysledky, je pii zpracovani dat charakteristické hlavné to, Ze model byl vzdy znam z teorie a
tak se urovaly jen hodnoty koeficient pro dany model (tj. hodnoty latkovych, rychlostnich a
rovnovaznych konstant), objevuje se v chemometrii v druhé poloving osmdesatych let zajem -
ostatné ziejmy v celé pirirodé - o komplikované systémy. Slozitost téchto systému je déna
nejen velkym poctem subsystémil a slozitymi relacemi mezi nimi, ale 1 velkym poctem
faktorti, které funkci systému ovlivituji a jsou Casto ve vzajemné interakci. To vyzaduje
zpracovani vice rozmérnych soubort dat, pouzivani faktorové analyzy, multikriteridlni
rozhodovani apod. Pomérné autonomni Casti oboru je tzv. analytickd chemometrie, ktera se
zabyvé otazkami optimalni analytické strategie a metodami zpracovani analytickych dat, dnes
pomoci pocitace, zapojené¢ho piimo na analyticky instrument.
Prof. G. KATEMAN charakterizoval v roce 1988 analytickou chemometrii jako ,,nehmotnou

¢ast analytické chemie®.
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Experimentalni vysledky, zejména jsou-li dobie matematicky zpracovany, by mély
vzdy vést k zobecnéni, k verifikaci nebo posileni dosavadni hypotézy (domnénky) nebo
uznavané teorie, event. k jejimu rozsifeni. Vysledek experimentu vSak muize naopak vést k

popfeni, vyvraceni dosavadni hypotézy a vést k navrhu alternativni domnénky.

Proces zobeciiovani empirickych vysledkd, tj. indukce vede v chemii k vytvareni
poznatki, pravidel, hypotéz az event. ke vzniku obecné uznavanych teorii, ptip. ptirodnich
zakonl.. Pravidla a hypotézy byvaji vyjadieny slovné, vzorcem nebo schématem, tj.
kvalitativné; teorie a pfirodni zdkony jsou zpravidla popsany kvantitativné, napf.
matematickym vztahem. Indukci vSak nelze zadnou domnénku zcela bezpec¢né dokazat,
protoze nikdy pfedem nevime, zda se nenajde jev, fenomén, ktery ji vyvrati. Proto mluvime
spiSe o posileni urcité hypotézy, jestlize ziskame experimentalni vysledky, které dané
domnénce vyhovuji nebo ji alespont neodporuji. Takové ,,posileni je vyznamné zejména
tehdy, jestlize nové experimentalni vysledky vyhovuji dané hypotéze a ostatnim alternativnim
domnénkdm odporuji. Na druhé stran¢ vSak moznost empirického popiedi, negace, poklada
K. R. POPPER za velmi dilezitou vlastnost pfirodovédecké hypotézy. V odmitani jakychkoliv

neoveétrenych hypotéz jsou disledni zejména pozitivisté.

Ve fyzikalni chemii se nekdy vytvaii celé teoretické systémy logickym odvozenim z
nekolika zékladnich axiomi. Jako axiomy mohou byt pouzity urc¢ité konvence nebo empirické
hypotézy a cely systém musi byt zaloZen na miniméalnim poctu vzdjemné nezavislych
piedpokladi, mezi nimiz neni rozporu (kontradikce). Matematik K. GODEL vSak dokazal, ze
axiomaticky systém nikdy nelze zalozit na ném samém: abychom dokézali jeho nerozpornost,
musime pouzit argumentd, prochézejicich zjeho vné&jSku, napt. ze Siroké oblasti lidské
zkuSenosti. Prikladem axiomatického systému je napf. model atomu, zalozeny na
BOHROVYCH postulatech, termodynamika, zalozend na tfech vétach termodynamickych nebo

kvantova mechanika, kterd je celd vybudovéana na péti axiomech apod.

Induktivné vytvoreny nebo axiomaticky vybudovany teoreticky aparat umoziiuje nejen
vysvétlovat jevy, ale také je predvidat. Umi Casto predpoveédét, jaky vliv maji jednotlivé

faktory na priibéh téchto jevi, tj. umoznuje deduktivni usuzovani z obecné teorie na specielni




Chemometrie
Katedra analytické chemie a zkouseni materialu

ptipady. Indukce a dedukce se vzajemné dopliuji pii ziskavani novych chemickych poznatkt
tak, ze se indukci z vysledki experimentii vytvoii hypotéza, kterd usnadiuje planovani
dalsich ucelnych pokust dedukei, predvidinim optimalnich podminek experimentu, umoziuje
predem odhadnout potfebnou presnost métfeni, ucelny pocet opakovani jednotlivych méteni
apod. Teoretickym zékladem pro dedukci v chemii je dnes jednak teoreticka (fyzikalni)
chemie, jednak matematicka chemie, zalozena na formalnim (matematickém) pfistupu k
racionalizaci a unifikaci zdkladnich chemickych pojmii. Oba tyto piistupy byly ovsem v
podstaté vytvoreny indukci z empirickych poznatki anorganické a organické, piipadné

obecné chemie.

Soucasti vytvareni kvantitativné formulovanych teorii z kvalitativné vyjadienych
(artikulovanych) hypotéz je i kvantifikace pojmi (konceptl). Tento proces vétSinou probiha
tak, ze se pojmy vytvareji na zaklad¢ zkuSenosti zprvu jako nazvy (terminy) v ramci urcité
hypotéky a teprve pfi vytvareni teorie jsou definovany matematicky. Kvalifikace pojmd, tj.
matematické vyjadieni definic, umozni Casto najit souvislost mezi pojmy, které¢ byly do té
doby chédpany jako spolu vzijemné nesouvisejici. To ma vyznam hlavné pro rozvoj
mezioborovych disciplin. Nékdy se nepodafi zobecnit experimentalni vysledky, ale je mozné

vytvofit matematicky model dané, empiricky zjisténé zavislosti. Takovy model, i kdyz jev

nevysvétluje, alesponl jej kvantitativné popisuje: to nékdy usnadni pozdé€jsi vyklad a Casto
umoznuje predvidani urCitého jevu nebo prubéhu néjaké zavislosti, coz je uZziteCné pro
planovani experimentl, které maji prinést dal§i poznatky o jevu, popsaném matematickym
modelem. Kazdy model ma ovSem omezenou oblast platnosti a jakakoliv extrapolace mimo

tuto oblast je velmi riskantni.

Konzistentni soubor teorii, vytvotenych v riznych védnich oborech, zejména maji-li
obecngjsi svétonazorovy vyznam, oznacujeme jako paradigma. Paradigma zlstava v platnosti
zpravidla po nékolik generaci: nové paradigma zastavaji zprvu jen nékteré védecké Skoly a
stava se, ze urCitd Skola zanikne, nedokaZze-li pfijmout nové nazory. Takovou zménu
paradigmatu zpisobilo v pfedminulém stoleti poznani, Ze ohromna rozmanitost rtznych
forem nezivé 1 zZivé hmoty na zemi i ve vesmiru je vysledkem kombinaci omezeného poctu

prvki, nebo v neddvné dobé zmenily celou fyziku teorie relativity, vinova a kvantova teorie.

10



Chemometrie
Katedra analytické chemie a zkouseni materialu

Ukazaly, kde konc¢i meze pouzitelnosti klasickych pojmu fyziky, objasnily jednotu Casu a
prostoru, hmoty a energie, setrvacnosti a gravitace a umoznily ndm pochopit, ze elektiina,
magnetizmus a svétlo jsou jen rizné projevy téhoz fyzikalniho plisobeni. Zména paradigmatu
piedstavuje vzdy velky pielom ve védg, v lidském mysleni a jednani. Casto zahajuje novou

éru védeckého a technického rozvoje.

Véda je ptes veskerou snahu po objektivnosti lidskym dilem a nese stopy osob, které ji
rozvijeji, a to nejen v tom jak feSi problémy, ale i v tom, jakymi metodami pracuji. Aby
empirické ziskavani chemické informace plnilo skutecné svou funkci v procesu rozsifovani
poznatkli, aby vzijemné dopliovani induktivniho a deduktivniho pfistupu umoziovalo

konvergenci teorie ke skuteCnosti, je ucelné, aby kazdy, kdo se na tomto procesu chce podilet:

1. Seznamil se alespont s nejdilezitéjSimi logickymi zaklady chemometrie a naucil se
pouzivat chemometrické metody i pfi bézné laboratorni praci, pficemz by mél ovladat

pouzivani vypocetni techniky;
2. Naucil se vyuzivat co nejvice tymové prace, na niz se podileji odbornici rizného zamétenti;

3. Zvykl si na skutecnost, Ze se véda 1 jeji metody neustale vyvijeji a ze je nutné tento vyvoj

neustale sledovat a ptizpisobovat mu svou vlastni praci.

11
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2 TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

Clenéni kapitoly:

= Ziklady teorie mnoZin
= Zaklady teorie pravdépodobnosti
= Nahodna veli¢ina

= Centralni limitni véta

Cas poti‘ebny ke studiu: 600 minut

Cil: Po prostudovani této kapitoly

= pochopite zakladni zakonitosti teorie mnoZin

= pochopite zakladni zdakonitosti teorie pravdépodobnosti

= seznamite se s pojmy pravdépodobnost, nihodna veli¢ina, distribu¢ni
funkce, ocekavana hodnota, rozptyl, smérodatna odchylka, koeficient
Sikmosti, koeficient Spicatosti apod.

= seznamite se s nékterymi zikladnimi typy rozdéleni pravdépodobnosti

12
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Vyklad

Systém, ve kterém probihd chemicky experiment, je vzdy systémem diftiznim, tj. jeho
vystup (ziskana informace) ma jistou neurcitost. Tato neurcitost mize mit riizné slozky: u
vysledkli méfeni jsou to napf. chyby, v ptipad¢ kvalitativnich experimentli nedokonalé
rozliSitelnost jednotlivych vysledkti apod. Vznik neurcitosti si vysvétlujeme tak, ze se béhem
provadéni pokusu v rizné mife uplatiuji rizné nahodilé okolnosti: proto nejcastéji
popisujeme neurCitost experimentaln¢ zjisténé informace pomoci pojml  teorie
pravdépodobnosti. Jen malokdy miizeme zjistit pfiinu této neurcitosti, spiSe jde vétSinou o
souhru mnoha pfi¢in, z nichz nékteré ani nezname. Proto také tyto pfi¢iny ani nehledame, ale
pokladdme experimentdlni systém za stochasticky, tj. takovy, ze pifi opakovani pro tentyz
vstup dostavame na vystupu soubor hodnot fidici se urCitym pravdépodobnostnim

rozdélenim.

Pro rizné rozhodovani, které provadime na zaklad¢ experimentdlné zjisténych
informaci jsou rtizné slozky neurcitosti rizné nepfiznivé. Je zcela nerealistické chtit Gplné
odstranit veskerou neurcitost; proto hledame takovy experimentalni postup, ktery poskytuje
vysledky, nezatizené tou slozkou neurcitosti, kterd by nejvice ohrozovala spravnost naseho
rozhodovani. Vzdycky chceme ziskat vysledky relevantni pro dany problém. Abychom ziskali
relevantni vysledky, musime umét kvantitativné vyjadfit celkovou neurcitost, klasifikovat jeji
jednotlivé slozky a najit faktory, které vznik neurcitosti nejvice ovliviiuji. Pfitom se pouziva
teorie pravdépodobnosti, matematickd statistika, teorie chyb, informace systému a event. i

dal$i matematické obory.

Pravdépodobnost je definovana axiomaticky za pouziti teorie mnozin a relevanci
vysledki pro urcity problém lze kvalifikovat pomoci teorie tzv. neostrych (,,fuzzy*) mnozin.

Proto zde uvedeme hlavni pojmy z teorie ,,klasickych* i neostrych mnozin.

13
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2.1 Zaklady teorie mnozin

Moderni matematika vychazi z obecné teorie mnozin. Mnozina je soubor vzajemné
rozliSitelnych prvki s urcitou vlastnosti, které je zatazuje do této mnoziny. Mnoziny jsou bud’
ostré: prvek x do mnoziny A bud’ urcité patii, x € A, nebo do ni nepatii, x ¢ A; nebo jsou
neostré (fuzzy), kdy prvek do mnoziny patii vice nebo méné¢. Prislusnost prvku x do neostré
mnoziny A je charakterizovana hodnotou funkce pfislusnosti ma(x) € <0,1>. Funkce
prislusnosti nabyva riznych hodnot podle okolnosti, takze néktery prvek x patii do fuzzy-
mnoZiny A vice za jistych okolnosti nez za jinych. Pfitom vzdy plati, Ze m4 (x) = 1 - ma(x),

kde my(x) je hodnota funkce nepiisluSnosti prvku x do fuzzy-mnoziny A. Prazdnou

mnozinu, kterd neobsahuje zadny prvek, oznacujeme .

y Reseny piiklad:

Méme hrst Cervenych a Zlutych kulic¢ek; neni tézké je rozttidit do dvou ostrych
mnozin. Mame-li vSak hrst kulicek riiznych barevnych odstinii od zluté ptes
oranzovou do &ervené, budou mnoziny &ervenych (C) a Zlutych (Z) kulicek
neostré: Cisté zluté (z) nebo Cervené (¢) kulicky zatadime bez véhani: m¢(¢) = 1,
my(¢) = 0, ale pro oranzovou kulicku (o) bude m¢(o) € (0,1); mz(o) = 1 - m¢(0)

podle toho, zda ma odstin vice do Cervena nebo do Zluta.

Dal$im dilezitym pojmem je podmnozina. MnoZina A je podmoZinou mnoziny B, A
c B, je-li kazdy prvek x € A také prvkem mnoziny B, tj. x € B. Existuje-li prveky € B,y ¢
A, pak A © B, A # B a mnozina A je vlastni podmnoZzinou B. Casto je neostra mnoZina A
podmnozinou ostré mnoziny B, A < B. Grafy, které zndzornuji vztahy mezi mnoZinami,
oznacujeme jako VENNOVY diagramy. Na obr. 1 jsou uvedeny pro nejcastéjsi ptipady vztaht

mezi mnozinami.
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Obr. 1: VENNUV diagram: a.) AUB  b.)ANB=#0

¢c)A-B d)AcB

Pro sjednoceni, priinik, rozdil a dopln¢k ostrych a neostrych mnozin plati:

Sjednoceni mnozin:

ostré mnoziny:

fuzzy mnoziny:

Prinik mnozin:

ostré mnoziny:

fuzzy mnoziny:

Rozdil mnozin:

ostré mnoziny:

fuzzy mnoziny:

Doplnék mnoziny:

ostré mnoziny:

fuzzy mnoziny:

AUB

x € Anebox € B

ma U B(X) = {ma(x), mp(x)}
ANB=Y

x € Aasoucasné x € B

ma ~a(X) = min {mu(x), mp(x)}
A-B;AnB=#J

xeA;xg ANnB

ma _p(X) = Ma(X) - ma ~B(X)
A=B-AproAcB

xgA xeB

m (X) = mp(X) - ma(x)

obr. la

obr. 1b

obr. 1c

A=B-Azobr. 1d
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2.2 Zaklady teorie pravdépodobnosti

Zakladem pro pravdépodobnostni uvahy je predstava ndhodného pokusu a stabilita

relativni Cetnosti, tj. fenomén statistické regularity. Nahodny experiment je takovy, jehoz

vysledky podléhaji nahod¢ a nelze je predem predpovédét. Vysledky ndhodného experimentu

pfi mnohondsobném opakovani vSak nejsou chaotické: existuje totiz fenomén (jev) statistické

regularity, ze totiz relativni Cetnost vyskytu jednotlivych vysledk pfi daném uspotadani
nahodného pokusu se bliZzi konstanté. Je to jeden ze zdkladnich pfirodnich zakon;
matematickd statistika pak induk¢ni cestou vyvozuje zavéry, kterymi lze zevSeobecnit

poznatky, ziskané ze souboru vysledki ndhodnych experimentd.

2.2.1 Pravdépodobnost

vvvvvv

A. Matematicka definice pravdépodobnosti:

Problémy teorie pravdépodobnosti se v této definici formuluji s ohledem k mnoziné
vSech moznych vysledkii daného nahodného experimentu. Takovda mnozina se nazyva

vybérovy prostor a oznacuje S; jeji prvky, tj. jednotlivé vysledky jsou elementarni jevy.

Kazda podmnozina Ag vybérového prostoru S je jev, prazdna mnozina & je nemozny jev a

cely vyberovy prostor S je jisty jev.

Mnozinovd funkce P je definovdna pro tfidu vSech jevli Ag se nazyva

pravdépodobnostni mira a P(A) je pravdépodobnost jevu A, spliiuje-li tyto axiomy:

(1) P(A) =2 0 pro vSechna A € Ag
(2) P(S) = 1 pravdépodobnost jistého jevu je jedna

(3) P(A U B) =P(A) + P(B) pro disjunktni A, B, tj. pro ANB=O
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Pravdépodobnostni prostor (S, As, P) predstavuje matematicky model ndhodného

pokusu.
Z axiomi (1) az (3) vyplyvaji napt. tyto vlastnosti pravdépodobnosti:
(a)P(A) =1-P(A)
(b) P(D)=0
(c)P(AUB)=PA)+P(B)-P(ANB)proANB=#J
(d) P(A n B) =P(A) . P(B), jsou-li jevy A, B stochasticky nezavislé.

Tato definice pravdépodobnosti predpoklada, ze jevové pole obsahuje konecné mnoho
nahodnych jevii Ag. Specialnim pfipadem tohoto konecného pravdépodobnostniho pole je tzv.
klasické pravdépodobnostni pole, jehoz elementarni jevy jsou stejné pravdépodobné. Potom
pravdépodobnost jevu A je

P(A) = % @.1)

kde n(A) je pocet ptiznivych ptipadl, tj. pfipadl, kdy nastane jev A a N je pocet vSech

moznych piipadu.

y Reseny piiklad:

Pti hazeni kostkou je mnozina elementarnich jevil, tj. vybérovy prostor S =
{1,2,3,4,5,6}. Elementarni jev, tj. Ze padne Cislo 1, pro i = 1,2,3,4,5,6, ma
pravdépodobnost P(i) =1/6. Nahodny jev, Ze padne liché cislo A =
{1} u{3}u{5}, n(A) = 3, ma pak pravdépodobnost P(A) = 3/6 =1/2.

Vypocet pravdépodobnosti v klasickych pravdépodobnostnich polich se zaklada na
kombinatorickych uvahach. Také nékteré chemometrické problémy, zejména urceni

informacni obsaznosti vysledkt kvalitativnich experimentt, 1ze pfevést na tento piipad. Ke
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studiu obecnéjSich uloh, kdy je nutno uvazovat nekonecné mnoho moznych jevi, slouzi
KOLMOGOROVOVA axiomaticka teorie pravdépodobnosti, ktera podava nejdokonalejsi definici
pravdépodobnosti. Protoze vyzaduje podrobnéjsi znalosti teorie mnozin a zakladni znalosti

teorie miry, nebudeme ji zde uvadeét.
B. Geometricka definice pravdépodobnosti:

Geometrickd definice pravdépodobnosti se pouziva tehdy, mizeme-li ndhodné jevy
zobrazit geometricky na pifimce, v roviné nebo v prostoru. To znamena, ze mnoZina
elementarnich jevi ma nekone¢ny pocet, prvki, vytvarejicich urcity geometricky utvar
(Gsecku, obrazec, oblast), ktery je kompaktni, tj. omezeny a uzavieny. Tento Utvar oznacime
pismenem S. Necht’ existuje kone¢né kladné ¢islo p(S), které je mirou utvaru S. Uvazujeme
ndhodny jev A, ktery je podmnoZinou S, tj. A < S, a jehoZ mira je n(A). Potom je

geometrickd pravdépodobnost jevu A déna zlomkem

_KA)

P(A
() u(s)

Mirou intervalu na piimce je jeho délka, mirou oblasti v rovin€ jeji plocha a mirou
oblasti v prostoru jeji objem. Pii vypoctech rtiznych ptipadi geometrické pravdépodobnosti
pouzivame casto grafii, napi. VENNOVY diagramy. Na obr. 2. je znazornéna mnozina

elementarnich jevi, tj. vybérovy prostor S a jev A je vySrafovan.

7N

Obr. 2: Mnozina elementarnich jevi, tj. vybérovy prostor, S a jev A

C. Statisticka definice pravdépodobnosti:
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Statistickd (VON MISESSOVA) definice pravdépodobnosti nevyzaduje ani apriorni
znalosti objektivnich vlastnosti zkoumaného nahodného jevu, ani kone¢nost poctu
elementdrnich jevil. Je zalozena na mnohondsobném opakovani nahodného pokusu.
Provedeme-li n - krat ndhodny pokus a v této sérii n pokusi nastal jev A celkem n(A) - krat,

potom

P(A)= fim M2

tj. relativni Cetnost jevu A konverguje k pravdépodobnosti pro velky pocet provedenych

nahodnych pokust.

Pozndmka: Tato konvergence relativni cetnosti k pravdeépodobnosti ma ponékud jiny
charakter nez konvergence posloupnosti k limité v matematickém smyslu: jde o konvergenci

ve smyslu pravdépodobnostnim.

Klasickd, geometrickd a statistickd definice pravdépodobnosti jsou specidlnimi

ptipady KOLMOGOROVOVY definice.

2.2.2 Podminéna pravdépodobnost

Je dan pravdépodobnostni prostor (S, Ag, P) a jevy A, B v Ag, pficemz A N B # &,
P(A) > 0, pak podminéna pravdépodobnost funkce

P(ANB)

P(A|B) = PA)

piitazuje jevu B podminénou pravdépodobnost, Ze nastane B, kdyz nastal jev A.

V chemometrii jsou Casté ptipady, kdy A < B, A =B nebo B — A. VENNOVY diagramy, které

znazornuji razné pripady podminéné pravdépodobnosti, jsou uvedeny na obr. 3.
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= S S S S
g 9 | D @
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a b c d e

Obr. 3: VENNOVY diagramy pro riizné ptipady podminéné pravdépodobnosti.

a. AnB=0,PB|A)=PA|B)=0

b.AmB;t@,P(BIA):M’P(A‘B)Zm
P(B)
c. AcB;P(A|B) P(B)’P(BlA) 1
d. A=B,P(A|B)=PB|A)=1
- _P®)
e.BcA,P(A‘B) I,P(B‘A) A

Pro A = B je podminéna pravdépodobnost P(A | B)=P(B | A) = 1; je jisté Ze nastane-li

A, nastane i B nebo naopak.

BAYESUV vztah

P(A,) P(BIA))

P(A1|B)= — (2.5)

> P(A)-P(BIA,)

umoznuje vypocitat podminénou pravdépodobnost P(A | B) z hodnot P(A) a P(B | A). Pro
pfipad, kdy mizeme rozliSit pfi¢inu a nasledek, 1ze BAYESUV vztah pokladat za teorém
pravdépodobnosti pfi¢in: deterministicky ptficinny vztah je pak charakterizovan podminénymi
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pravdépodobnostmi P(A | B) = P(B ‘A) = 1. Podminéna pravdépodobnost ma velky vyznam
pro teorii kvalitativniho experimentu: charakterizuje napt. pravdépodobnost P(A; | B), ze plati
hypotéza Aj, jestlize pti pokusu, ktery mél za kol tuto hypotézu posilit, nastal jev B. Takova
hypotéza mlize byt napf., Ze je v analyzovaném vzorku prvek Aj, je-li v emisnim spektru ¢ara

B, tj. ¢ara o vinové délce, ktera odpovida nejen prvku A, ale event. i dal§im prvkim.

21



Chemometrie
Katedra analytické chemie a zkouseni materialu

2.3 Nahodna veli¢ina

Za néhodnou veli¢inu oznacujeme takovou veli¢inu, ktera plisobenim ndhodnych vlivi
nabyva raznych hodnot bud’ se stejnou nebo s riiznymi pravdépodobnostmi. Tak napft. pfi

nahodném pokusu hazeni jednou kostkou dostdvame pro vSechny mozné vysledky i =
: . 1 . :
1,2,....... ,6 stejnou pravdépodobnost P(i) = g; pfi hdzeni dvéma kostkami dostaneme

jednotlivé vysledky, tj. soucet na obou kostkach, s riznou pravdépodobnosti: napt. soucet i =
2 miZeme dostat jen tehdy, padne-li na obou kostkach 1; soucet i = 7 mlize padnout jako 1 +
6, 2 + 5 nebo 3 + 4. Protoze pocet vSech moznosti pii hazeni dvéma kostkami se rovna poctu

variaci s opakovanim, tj. N = V,(6) = 6 = 36, je P(2) = %, P(7) = 3_36 = % Hazeni jednou

nebo vice kostkami je nahodny pokus, ale rozdéleni pravdépodobnosti pro jednotlivé

vysledky zdvisi na tom, s kolika kostkami hazime.

2.3.1 Jednorozmérna nahodna veli¢ina

Zobrazme si vybérovy prostor S do mnoziny redlnych ¢isel R;. To Ize provést pomoci
nahodné veliCiny &g, coz je realna funkce definovand na S tak, Ze pro kazdé realné cCislo x

patii jev Ax = {S, &s < x} do As. Ke kazdé nahodné veli€iné potiebujeme popisujici funkei,

v

ktera udavé rozdéleni pravdépodobnosti: nejcastéjsi je kumulativni distribuéni funkce a

pravdépodobnostni funkce pro nespojité (diskrétni) veli¢iny, resp. hustota pravdépodobnosti

pro spojité ndhodné veliciny.

Distribuéni funkce ndhodné veliCiny & je funkce F(x) = P(§ = x), definovana na Rj,

ktera ma tyto vlastnosti:

(1) lim F(x)=0; lim F(x) =1

(2) F(x) je neklesajici funkce;

(3) F(x) je vSude zprava spojita.
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O distribu¢ni funkci dale plati:
(a) P(x1 < € £x2) =F(x2) - F(x1)
(b) P(E>x)=1-F(x)

(c) P(§ = x) = F(x) - F(x - 0); je-li F(x) spojita v bod¢ x, potom P(§ = x) = 0; ma-li
F(x) v bod¢ & = x skok, ptedstavuje P(§ = x) velikost tohoto skoku.

Diskrétni nespojitd ndhodné veliina je takova, jejiz distribu¢ni funkce je schodovita,

skoky v bodech x; maji velikost P(§ = x;). Distribu¢ni funkce je pak

F(x)= Y P(&=x,)

X; <X

Funkci F(xij) = P(§ = x;) oznacujeme jako pravdépodobnostni funkci nespojité ndhodné

veli¢iny.

Spojitd ndhodna veliCina je takova, jejiz distribucni funkce je spojitd na R; a ma

dF(x)
X

derivaci = p(x) vSude (nebo skoro vsude). Distribu¢ni funkce pro spojitou ndhodnou

veli¢inu je

F(x) = j p(z)dz

pro p(z) > 0; pfitom plati, Ze jp(z)dz =1.

Hustota pravdépodobnosti je obdobou pravdépodobnostni funkce pro diskrétni

nahodnou veli¢inu; znazornuje zavislost pravdépodobnostniho elementu

X+Ax

jp(z)dz
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na hodnoté¢ x. Distribu¢ni funkci diskrétni (nespojité) a spojité nahodné veli¢iny znazornuje
obr. 4.a,b; pravdépodobnostni funkci nespojité ndhodné veli¢iny znazornuje obr. 5.a; hustotu

pravdépodobnosti spojité ndhodné veliiny obr. 5.b.

| @ P b "
T B T
0.5

Obr. 4: Distribuéni funkce a: nespojité; b: spojité nahodné veli&iny

| a )
[

Obr. 3. a: Pravdépodobnostni funkce nespojité  b: Hustota pravdépodobnosti spojité nahodné
nahodné veliiny; weliginy.

Distribu¢ni funkce ptfedstavuje model ndhodného experimentu, pfic¢emz tento model
nam umoznuje vypocet pravdépodobnosti pro rizné hodnoty x, resp. pro rizné intervaly
hodnot x. Poc¢itdni pomoci vztaht (2.6) a (2.7) je vSak pro praxi ponckud tézkopadné. Kazdé
rozdéleni pravdépodobnosti v§ak mizeme charakterizovat ur€itymi ¢isly, v nichz je zhusténa

informace o vlastnostech tohoto rozdéleni. Tyto charakteristiky rozdéleni oznacujeme jako
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momenty rozdé¢leni; jde-1i o rozdéleni vysledki méfeni charakterizuji momenty metrologické

charakteristiky vlastnosti vysledk.

Moment r-tého stupné je

m; = Z x; f(x;) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu (2.8a)

m; = jx’p(x)dx pro spojitou ndhodnou veli¢inu (2.82)

Vedle téchto obecnych momentli zavadime nékdy tzv. centralni momenty r - tého stupné, tj.

momenty
m(u), = Z (x; —p) "f(x,) pro diskrétni nahodnou veli¢inu (2.8b)
m(u); = J.(X_M) "p(x)dx pro spojitou ndhodnou veli¢inu (2.8b)

v

Nejuzivangjsi je prvni moment m; = E[£], tj. oekavand hodnota rozdéleni a druhy centralni

moment m(u), = V[E], tj. rozptyl pravdépodobnostniho rozd¢leni.

Ocekavana hodnota ndhodné veli¢iny p je €islo, dané jako

E[E] = Z x;f(x;) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu (2.9a)

E[E] = IX-p(X)dX pro spojitou nahodnou veli¢inu (2.92)

Ocekavana hodnota charakterizuje polohu rozdéleni na ose realnych ¢isel. Jako metrologicka

charakteristika predstavuje vysledek méfeni nebo opakovanych kvantitativnich pokusti.
Rozptyl ndhodné veli¢iny o” je dan jako

V[E] = Z (x, —w)’f(x,) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu ~ (2.9b)
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VI[E] = J(x—u)z p(x)dx pro spojitou ndhodnou veli¢inu (2.9b)

Druh4d odmocnina rozptylu ¢ je tzv. smérodatnd odchylka, ktera charakterizuje rozptyleni
jednotlivych vysledki okolo ofekavané hodnoty; jako metrologicka charakteristika urcuje

presnost vysledk.

Tteti a Ctvrty centrdlni moment maji vyznam jako charakteristiky tvaru rozdéleni.

Tteti moment, resp. poméer

M, = ;s (2.9¢)
(&)

je tzv. koeficient §ikmosti. Pro soumérné rozdéleni M3 = 0. Ctvrty moment, resp. koeficient

Spicatosti (,.exces®)

M, = m(ﬁ)“ (2.9d)
(@)

charakterizuje Spicatost rozd€leni: ¢im je rozdé€leni Spicatéjsi, tim vétsi je jeho hodnota My.

rozptyl V[&]. Plati pro né¢ tato pravidla:

E[c] =c; c = konst. V[c] =0; c = konst.

E[c€] = c.E[E] V[eE] = ¢ VIE]

E[§ £n]=E[{] £ E[n] VI £ n] = V[E] + [n], jsou-li § an
nezavisleé.

Ocekavané hodnoty se pro soucet ndhodnych veli¢in secitaji, pro rozdil odecitaji; rozptyly se
secitaji pro soucet i pro rozdil ndhodnych veliin. Pro zavislé & a m zavisi rozptyl jejich

souctu nebo rozdilu i na ,,sile* jejich vzajemné zavislosti.
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2.3.2 Dvojrozmérna nahodna veli¢ina

Mame dvojici ndhodnych veli€in &, n definovanych na S; sdruZend distribuc¢ni funkce

je funkce, definovand na dvojrozmérném prostoru realnych ¢isel R, jako

Fx,2) =P(E<x;n<y)

ktera je pro kazdou dvojici (Xx,y) pravdépodobnosti soucasného vyskytu obou jevi. M4 tyto

vlastnosti:

(1) lim F(x,y) =F(-=,y)=0; lim F(xy) =F(x-=)=0

X—>—00 y—>—0

(2) lim F(x,y) = F(c0,0) = 1
y—> o

(3) F(x,y) + F(xt+k,y+h) - F(x+k,y) - F(x,y+h)>0,k>0,h>0
(4) F(x,y) je zprava spojitd pro kazdou proménnou.

Je-li znama sdruzena distribu¢ni funkce dvou nahodnych velicin, jsou individualni distribu¢ni

funkce dany vztahy
F(x) = F(x,0)

F(y) = F(0,y)

a nazyvaji se margindlni distribu¢ni funkce.

O sdruzené distribucni funkei plati, ze

F(x,y) = ]2 j.p(zx,zy)dzxdzy

—00—00

kde p(zy,zy) je sdruZend hustota pravdépodobnosti a marginalni hustoty pravdépodobnosti

jsou p(zy,) a p(zy,), tedy hustoty pravdépodobnosti individudlnich ndhodnych veli¢in £ a n.
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Néhodné veliCiny &, m jsou stochasticky nezdvislé, jestlize pro p(x,y) € R, plati, ze

pro vSechny dvojice (X,y) je

F(x,y) = F(x).F(y)

p(x,y) = p(x).p(y)

Podminénd hustota pravdépodobnosti je pak

plx | )= PO
p(y)

a plati, ze p(x,y) = p(x | y). p(y), p(y) > 0.

2.3.3 Néktera rozdéleni pravdépodobnosti

Zde si ukazeme rozdéleni, dilezitd pro nas dalsi vyklad a uvedeme jejich ocekdvané
hodnoty a rozptyl, pfip. jejich dalsi vlastnosti. Napted uvedeme dvé diskrétni rozdéleni, pak

nékolik spojitych.

Binomické rozdéleni Bi(p,n): Provadime n pozorovani, pfi¢emz se v kazdé z nich
muze, ale nemusi objevit jev A. Pfitom je pravdépodobnost vyskytu A ve vSech nezdvislych
pozorovanich stejna a rovna p. Pocet vyskytu A téchto n pozorovanich je diskrétni ndhodna
veli¢ina, kterd nabyva hodnot

x=0,1,2,......... ,n. Pravdépodobnost
n X n-xX
Py(x) = L |P (1-p)

a distribu¢ni funkce F(x) = z P_(x). Binomicky koeficient je pro x < n, x, n cela, nezaporna,

X

L , n n! . o ; 1
dén jako vyraz [ ) = ﬁ a da se snadno urcit pomoci tzv. Pascalova trojuhelniku.
X x!(n —x)!
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Ocekavana hodnota pro Bi(p,n) je n =n . p a rozptyl je 6> = n . p(1-p). Binomické
rozdéleni ma vyznam v teorii chyb, zejména tehdy, uvazujeme-li o pravdépodobnosti vzniku

maximalni chyby.

PoI1SSONOVO rozdéleni Po(A) je rozdélenim malo cetnych diskrétnich jevi; uplatiuje

se napt. pii hodnoceni radiometrickych méteni a analyz, pii pocCitani kolonii bakterii nebo

krvinek apod.

Pravdépodobnost

e A

P}\(X) = x'

a distribu¢ni funkce F(x) = Z P,(x) . O¢ekavana hodnota pro POISSONOVO rozdé€leni je p =1

a jeho rozptyl je 6> = A. Pro hodnotu A > 12 miZeme POISSONOVO rozd&leni aproximovat

normalnim N(A,L).
Ze spojitych jsou pro chemometrii dilezita tato rozdéleni:

Uniformni (rektangulérni) U(x;,Xz), které ma hustotu pravdépodobnosti

1
= pro x € <xi, Xp>
/ X2 7%

=0prox ¢ <xj, x>

p(x) =

Je vhodnym modelem rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny, kdy vime jen to, Ze nabyva hodnot

od x; do x; se stejnou pravdépodobnosti, ale mimo tuto oblast nemiize vzniknout Zadna jina

hodnota (napf. koncentrace od 0 do 100%). Oc¢ekavané hodnota p = % (x1 + x) a rozptyl 6°

1 2
= — (X1 -X2)".
12(1 ?)
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Normélni (GAUSSOVO) rozd&leni N(u,6°) je pro chemometrii nejdileZit&jsim

rozdélenim. M4 hustotu pravdépodobnosti

p(x) = 1 exp—l(ﬂjz' -0 <x <+ 00
621 2o ) |

, X— . . . , iy -
Transformaci z = —“, coz je tzv. normovana ndhodnd veli¢ina, dostavame hustotu
c

pravdépodobnosti normdlniho rozdéleni N(0,1), tj.

9(2) = #exp(—lzﬂ
\2r 2

z>0

Distribucni funkce (z) = I(p(z)dz je tabelovana (viz. tab. 2 [1]). Urceni F(z) = j ¢(z)dz,
0 —o0

resp. soumérného F(-z,+z) = I ¢(z)dz z tabelovanych hodnot je velmi snadné. Ocekavana

hodnota p a rozptyl 6* normalniho rozd&leni jsou navzajem nezavislé, koeficient Sikmosti M
= 0 a exces My = 3. Modus, tj. hodnota x, pro kterou nabyva hustota pravdépodobnosti p(x)

maximalni hodnotu, je pro normalni rozdéleni xy = .

Normalni rozdéleni je vhodné jako teoreticky zdivodnitelny a v praxi osvédceny
model pravdépodobnostniho rozdéleni pro mnohd fyzikalni méfeni, pro vysledky chemickych
analyz stfednich a vysSich obsahii apod. Ostatn¢, mnohé metody statistické indukce, zalozené
na normalnim rozd€leni, jsou robusni, tj. poskytuji ptiblizné spravné vysledky i v ptipadé, ze

skutecné rozdéleni se pon¢kud odchyluje od piesné normalniho.

Od normalniho rozdé¢leni jsou odvozena dvé dalsi, pro teorii experimentu dulezita

rozdéleni, a to logaritmicko-norméalni a zkomolené (,,useknuté*) norméalni rozdéleni.

Logaritmicko-normalni (lognormélni) rozdéleni LN (u,6%) je takové rozdéleni, kdy

nikoliv vysledky, ale jejich logaritmy jsou rozdéleny normaln€. M4 hustotu pravdépodobnosti
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X) = _ 2
p(x) —_ _ 1 exp _l(x uj <>0
XOW/ 2T 2\ ©
Ocekavana hodnota E[E] = exp (u + %02) a rozptyl V[E] = exp 2u + o?)(e® - 1) nejsou

oviem vzijemné nezavislé. Modus lognormalniho rozd&leni xy = exp (u + &%), tj. xp = E[£].

Pro praktické ucely casto velmi dobfe vyhovuje posunuté logaritmicko-normalni

rozdéleni LN (p?; xo) s hustotou pravd&podobnosti

—
PRI= 1 [ l(ln(x—xo)—ujz:l

= ——F—CXp| — X > Xo
(x—X,)o 21 2 c

které ma pocatek v xo > 0. Pak je vyhodné definovat p = In k.x¢, kde k je parametr asymetrie.
Ocekavana hodnota E[£] = xo + exp (1 + %(52), rozptyl je V[E] = k.xo. exp (c7) (exp (c7) - 1).

Posunuté lognormalni rozdéleni predpokladame u rozdéleni vysledkt spektralni analyzy, coz
1ze vysvétlit tim, Ze SCHEIBEHO-LOMAKINUV vztah (zavislost mezi tokem zafeni a koncentraci

emitujiciho prvku) je logaritmicky.

Zkomolené (,,useknuté*) normalni rozdéleni TN(M,Gz;Xo), tj. normdlni rozdéleni

»useknuté v bodé xo ma hustotu pravdépodobnosti

3]

= X > Xo

_— [1-F(x,)lov2m

pr(x)= —
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=0 X < Xg

kde F(x¢) je distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni pro xo. Tvar ,,useknutého*

normalniho rozdéleni ma o¢ekavanou hodnotu

E[E]=pn+ % o, kde p(zo) je hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni pro

’ e Xy—
normovanou ndhodnou veli¢inu zg = =2 H

a F(zy) je jeho distribu¢ni funkce. Toto rozdéleni

dobfe vystihuje distribuci vysledkti stopovych analyz blizko meze diikazu.

Pti testovani vlastnosti norméln¢ rozdélenych vysledkii se pouzivaji dalsi rozdéleni:
Studentovo t-rozd&leni, F a y” - rozdéleni. Jejich pouzitim se budeme zabyvat az v odstavci

o statické indukci; zde si poddme jenom jejich zcela stru¢nou charakteristiku.

Studentovo t-rozd&leni *' je rozd&lenim veliGiny

Ny
(e}

a zavisi na poctu stupiii volnosti f=n - 1, kde n je pocet vysledkil, z nichZ je uréen primér x.
Je symetrické, velmi podobné normalnimu rozdéleni, ale je méné Spicaté; pro f — oo ptechazi

v normalni, t = z.

(%)

Spojité t-rozdéleni oznacujeme casto jako , Studentovo*, ponévadz je pocatkem 20. stoleti publikoval W.

GOSSET pod pseudonymem ,,Student“ v dobé, kdy jesté sam studoval.

F-rozdéleni je rozdéleni poméru

2

_ S .2 2

F=—,s] 253,
S,

32



Chemometrie
Katedra analytické chemie a zkouseni materialu

kde s; je odhad rozptylu (viz. odst. 4.1.1). Zavisi na dvou poctech stupiii volnosti, f; =n; - 1; f;
=, - 1, kde ny, n, je podet vysledki, z nichz je uréen odhad rozptylii s, s . F-rozdéleni je

nesymetrické, ale pro f; = 1 a f, = o piechézi v normalni, F = z°.

Rozdgleni y* (ti: chy kvadrat) je rozd&lenim vyrazu

kde x; ma normalni rozdéleni. Je to nesymetrické rozdéleni, zavislé na poctu stupnii volnosti £

=n- 1; pro f= 1 piechazi v normélni rozd&leni, y* = z*

Testovaci rozdéleni pro jisté limitni podminky pfechazeji v normalni rozdé¢leni tak,

........................ fi=1 .| F > 250 i,
t XZ
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA > N <

t=7z y'=7>

jak to ukazuje toto schéma:

Toto schéma také ukazuje vyznam normalniho rozdéleni jakozto rozdé€leni limitniho

pro F, t a y*rozdéleni. Také POISSONOVO a binomické rozdéleni za uritych podminek

ptechazeji v normalni rozd¢leni.

Normalni rozdéleni ukazuje obr. 6.
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u-3c p-26 p-c pn p+o  pt+2c p+3o

68,27%

95,45%
99,73%
—> X

Obr. 6: Normalni rozdéleni
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2.4 Centralni limitni véta

Rozdéleni nahodné veliCiny &, ktera je souctem n nezéavislych ndhodnych veli¢in &,

pricemz jednotlivé veliginy & maji otekavanou hodnotu p; a rozptyl 62, se v limité blizi

normalnimu rozdéleni s parametry
N 2
- . — 2
H= Z“i 5 G = Zc’i :
i=1 i

Nejjednodussi je ptipad, kdy maji vSechny veli¢iny &; stejné rozdéleni. Tak napt. maji-
li binomické rozd€leni Bi(p,n), ma & pro n — o normdlni rozdéleni N(p,p(1-p)); maji-li

PoIsSSONOVO rozdéleni Po(A), ma v limité & rozdéleni N(A,L).

Pro teorii experimentu je dilezité, Ze centrdlni limitni véta plati 1 pro primér: to

znamena, ze nahodna veli¢ina

_ 15
E.>_ n;&i

2
. sy 1o ] ) v o . ,
ma v limité normalni rozdéleni N(u,— ). Z toho plyne, ze primér n - krate opakovanych
n
méfeni se stejnou o&ekdvanou hodnotou p a s rozptylem o méa v limité vzdy normalni
rozdéleni s parametry p a o°/n, resp. se smérodatnou odchylkou o/+/n, a to bez ohledu na
rozdéleni jednotlivych &;. Platnost centrdlni limitni véty je divodem, pro¢ pfi zpracovani
vysledki méfeni a chemickych analyz zpravidla pouzivime jako konecny vysledek

aritmeticky prumér
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>

I
=
) =

a predpokliddame jeho normalni rozdéleni se smérodatnou odchylkou o/+/n .
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3 TEORIE CHYB

Clenéni kapitoly:

Klasifikace chyb
Zakon hromadéni (Sifeni) chyb

Hromadéni chyb chemickych experimenti

Cas poti‘ebny ke studiu: 360 minut

Cil: Po prostudovani této kapitoly

pochopite zakladni zakonitosti teorie chyb
seznamite se zakladnimi typy chyb

seznamite se s pojmy presnost a spravnost
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Vyklad

Systém, ve kterém probihd chemicky experiment, je vzdy systémem diftiznim, tj. jeho
vystup (ziskana informace) ma jistou neurcitost. Tato neurCitost mize mit rizné slozky: u
vysledkli méfeni jsou to napf. chyby, v pfipad¢ kvalitativnich experimentli nedokonalé
rozliSitelnost jednotlivych vysledkti apod. Vznik neurcitosti si vysvétlujeme tak, ze se béhem
provadéni pokusu v riizné mife uplatiuji rizné nahodilé okolnosti: proto nejcastéji
popisujeme neurCitost experimentaln¢ zjisténé informace pomoci pojml teorie
pravdépodobnosti. Jen malokdy miizeme zjistit ptfi¢inu této neurcitosti, spise jde vétSinou o
souhru mnoha pfic¢in, z nichz nékteré ani nezname. Proto také tyto pfi¢iny ani nehledame, ale
pokladdme experimentdlni systém za stochasticky, tj. takovy, ze pii opakovani pro tentyz
vstup dostavame na vystupu soubor hodnot fidici se urCitym pravdépodobnostnim

rozdélenim.

Vysledkem experimentu je udaj, ktery miize byt veli¢inou kvalitni (nominalni nebo
ordinalni) nebo kvantitativni (kardinalni). Veli¢iny nominalni Ize oznacit ndzvem, symbolem,
vzorcem apod., ale nelze je seradit; ordindlni mizeme setadit nebo zatradit do riznych Grovni,
aniz lze jednotlivym Urovnim pfifadit ¢iselnou hodnotu. Kvantitativni (kardindlni) veli€iny

muzeme vyjadrit ¢iselné v urCitych jednotkéach; toto Ciselné vyjadieni se provadi mérenim.

Vysledek méfeni mize byt zatizen chybou. Chyba se vyjadiuje jako rozdil mezi

experimentalné zjisténou x a skute¢nou hodnotou X méfené veliCiny, tj. jako
d=(x-X) (3.1)
Vedle absolutni chyby podle (3.1) ur€ujeme Casto i chybu relativni; tj.

4 _xX (3.22)
X X

e =
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kterou nekdy vyjadiujeme v procentech jako

d
%) =100 — 3.2b
e(%0) < (3.2b)

Protoze zpravidla nezndme skute¢nou hodnotu X, slouzi absolutni chyba d podle (3.1) a
relativni chyba e, resp. e(%) podle (3.2) spiSe jako teoreticky pojem neZ jako metrologicka

charakteristika. Takovou charakteristikou je odchylka
A:(Xi— i) (33)

kde x; je vysledek i-t¢ho méfeni a

1 n
x=—2xi, i=1,... ,n
ni5

je aritmeticky prumér. Nékdy mizeme absolutni chybu odhadnout ivahou: napt. odecitame-li
na stupnici piistroje, bude d = 0,5 dilku, pfi odmétovani roztoku je chyba ddna s toleranci

podle cejchovnich predpisti a moznou chybou paralaxy odecitani apod.
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3.1 Klasifikace chyb

Chyby, kterymi mohou byt =zatizeny vysledky méfeni nebo chemickych

kvantitativnich analyz jsou:

1. Chyby néhodné: vyskytuji se nepravideln¢, mohou mit kladné i zdporné znaménko a byvaji

malé takze nezkresluji vysledky oproti skutecné hodnoté; zplsobuji jen, ze se vysledky

opakovanych méteni mezi sebou ponékud lisi.

2. Chyby soustavné (systematické): maji pravidelny charakter a zkresluji vysledky vzdy v

urCitém sméru; vznikaji bud’ pouzitim nespravné experimentdlni techniky nebo nespravnym

pouzivanim spravné laboratorni techniky.

3. Chyby hrubé vznikaji jako disledek nedopatieni nebo malé peclivosti pracovnika; byvaji

jimi zatiZzeny jednotlivé vysledky z celého souboru dat.

Podle toho, jaké chyby zatézuji vysledky, rozliSujeme jejich presnost a spravnost.

Spravné a presné Nespravné ale presné
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Spravné ale nepiesné Nespravné a navic nepifesné
Obr. 7: Pfesnost a spravnost

Sprévné jsou takové vysledky, které se v priméru dobie shoduji se skute¢nou hodnotou , tj.
jsou zatizeny jen ndhodnymi chybami a piesné jsou vysledky, které se vzdjemné dobie
shoduji, ale mohou se od skute¢né hodnoty liSit o soustavnou chybu. V praxi nelze vzdy
jednotlivé druhy chyb bezpecné odlisit, ponévadz je mezi nimi spojity pfechod. Tak napf.
nahodné a hrubé chyby se lisi jen velikosti a soustavné a ndhodné jen pravidelnosti vyskytu v

uréitém sméru.

Matematickym modelem spravnych vysledkt, zatizenych jenom ndhodnymi chybami

&i je vztah
Xi =X T & 3.4)

kde x¢ je hodnota, nezatizena ndhodnou chybou. Pro podminku

n
231 =0, 1=1,....... Bil
i=1

vede soucet n rovnic (3.4) k vyrazu
n
S x, =n.x
i=1

a hodnotu x( ur¢ime jako
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|

tj. jako aritmeticky pramér. Jsou-li vSak vysledky zatizeny soustavnou chybou 9, je
Xi=Xo+0+¢g;

a aritmeticky primér x = (xo + 0). Aritmeticky prumér tedy kompenzuje pouze nédhodné,
nikoliv vSak soustavné chyby. Ma-li vysledek x; normalni rozdéleni N(xo,6%), ma nahodna
chyba ¢ rozd&leni N(0, o) a soustavna chyba & = (X - xo), kde X je spravna (skutecna)

hodnota métené veli€iny. Jednotlivé veli¢iny ukazuje napt. obr. 7 v literatuie [1].

Chyby jsou zavaznou, ale nikoliv jedinou slozkou neurcitosti vysledki méteni.
Nékteré problémy, které nemohla vyftesit teorie chyb, zalozena pouze na pravdépodobnostnim

pristupu, vyftesila v posledni dob¢ teorie informace.
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3.2 Zakon hromadéni (Sireni) chyb

Pocitame-li veli¢inu x = f(xy, .. , f;) z hodnot x, .. X, ziskanych métenim, hromadi se
chyby téchto hodnot v chybé kone¢né veli¢iny x. Jsou-li hodnoty X; zatiZeny absolutni chybou

di, resp. relativni chybou e;, plati tzv. zadkon hromadéni (Sifeni) chyb. Podle tohoto zakona je

pro x = f(xy, .., X,) kde X, X2 .. X, jsou vzdjemné nezavislé¢ vysledky méfeni, je absolutni

chyba veli¢iny x dana vztahem

i (af(xl,...,xn)]dl .. (ﬁf(xl,...,xn)]dn (3.6)
aX1 aXn

a jeji relativni chyba vztahem

o (alnf(xl,...,xn)jdl .. (alnf(xl,...,xn)jdn a7)

0X, )
Pro nejcastéjsi pripady plati:
Soucet nebo rozdil: x=x; + x;
d=d; +d (3.8)

tj. secitaji se absolutni chyby, a to 1 pro rozdil;

+1

Soucdin nebo podil: x=x;.X

e=¢e te (3.9

tj. secitaji se relativni chyby. Chyby se tedy vzdy secitaji, 1 kdyz jde o rozdil nebo podil; viz
téz pravidla o ocekavané hodnoté a rozptylu v odst. 2.3.1. Vztahy (3.8) a (3.9) plati pouze pro
pfipad nezavislych hodnot x;: pro korelované hodnoty x; plati rozsifeny zdkon hromadéni

chyb.
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Pti vypoctu podle zdkona hromadéni chyb ur¢ujeme vzdy maximéalni chybu; tam, kde

je x = f(x1, .., Xp), je pro vétsi n pravdépodobnost, ze se vSechny dil¢i chyby sectou, pomérné
mald. Pravdépodobnost, Ze se vSechny chyby sectou nebo do jaké miry se kompenzuji, je
dana jako P,(x) podle (2.10) pro binomické rozd€leni. Pravdépodobnost, Zze vznikne

maximalni chyba, je

B 1 n-1
W)
a rychle klesa se stoupajicim poctem n veli€in, z nichz se ur¢uje kone¢ny vysledek. Zakon

Siteni chyb plati 1 pro rozptyly (viz. odst. 2.3.1); pak ale je vysledkem opét rozptyl (a ne

néjaky ,,maximalni rozptyl).

Hlavni prakticky vyznam zékona §ifeni chyb neni ve vypoctu skutecnych hodnot chyb,
ale v hledani podminek, za nichz ma ur€ity experimentalni postup minimalni chybu vysledku,

tj. umoziluje provadéni analyzy chybové stranky urcitého postupu.

y Reseny piiklad:

Maéme-li navazit 50 mg, je relativni chyba diferencniho véazeni e(%) =
(2.0,2.100)/50 = 0,80%; navazime-li 500 mg, rozpustime, zfedime na 250 ml a
pipetujeme 25 ml, je relativni chyba e(%) = (2.0,2.100)/500 + 0,29.100/250 +
0,056.100/25 = 0,42%:; a to jesté takova chyba vznikne s pravdépodobnosti pouze
P, = 0,53 = 0,125, takze s pravdépodobnosti P = (1 - 0,125) = 0,875 miizeme
ocekavat, ze skutecnd relativni chyba bude mensi nez vypoctena 0,42%, protoze

se nekteré dil¢i chyby vzajemné vykompenzuji.
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3.3 Hromadéni chyb chemickvch experimentu

Pii provadéni analyzy chybové stranky experimentli, provadénych v chemické
laboratofi, se uplatiuji 1 konstanty, nezbytné pro interpretaci vysledkd. Jsou to napf.
ekvivalenty v odmérné nebo piepocitaci faktory ve vazkové analyze, rovnovazné a rychlostni
konstanty apod. V matematickém smyslu ovSem nejde o skutecné konstanty; jsou to vSak
hodnoty, experimentalné uréené daleko presnéji nezli ostatni experimentalni data a tak s nimi
pfi dosazovani do vztahl, vyplyvajicich ze zakona hromadéni chyb, zachazime jako s
konstantami. Pak ma na kone¢nou chybu vliv nikoliv jejich piesnost, ale pouze jejich

hodnota.

y Reseny ptiklad:

Vyvazujeme-li pii gravimetrickém stanoveni hliniku vyzihany AlLO;
(ptepocitavaci faktor f; = 0,529) a dopoustime se chyby vazeni 0,2 mg, je
absolutni chyba ureni hmotnosti hliniku d; = 0,2.0,529 = 0,1058 mg AL
Vyvazujeme-li oxinadt hlinity (pfepocitavaci faktor f, = 0,0578), je absolutni
chyba stanoveni hmotnosti hliniku d, = 0,2 . 0,0578 = 0,01156 mg Al. Zdalo by se
tedy, ze metoda s mens$im prepocitavacim faktorem je pro stanoveni vzdy
vyhodnéjsi. Uréeme si vSak celkovou chybu vysledku analyzy. Méame-li urcit
vazkové 1% Al amoniakalni metodou, pak z navazky 1 g dostaneme 0,0189 g
ALO;. Relativni chyba stanoveni, vazime-li diferencné, je e(%) =
(2.0,2.100)/1000 + (2.0,2.100)/18,9 = 2,15 %; vyloucime-li vSak hlinik oxinem,
vyvazujeme z navazky 0,600 g asi 0,104 g oxinatu, takze e(%) = (2.0,2.100)/600
+ (2.0,2.100)/104 = 0,45%. Analyzujeme-li vSak vzorek s obsahem 60% Al,
musime navazit 0,176 g vzorku, abychom vyvazovali 0,20 g ALOs; a e(%) =
(2.0,2.100)/176 + (2.0,2.100)/200 = 0,43%, kdezto pii oxinatové metod¢ smime
navazit jen 19,3 mg vzorku, abychom nedostali vice nezZ 200 mg oxinatu (vetsi
mnozstvi se obtizné susi) a relativni chyba celého stanoveni e(%) =

(2.0,2.100)/19,3 + (2.0,2.100)/200 = 2,27%. MizZzeme ovSem navazit 193 mg
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vzorku, rozpustit, doplnit na 250 ml a pipetovat k analyze 25 ml; pak bude
relativni chyba e(%) = 0,75%, tedy mensi, ale stale vyrazné vétsi nez pii pouziti
amoniakalni metody. Uvedeny piiklad zaroven dokladd zndmou zkuSenost, Ze
metoda, vhodné napt. pro stanoveni malého obsahu urcité slozky mize byt zcela

nevhodna pro stanoveni velkého obsahu téze slozky.

Ve vypoctech maximalni relativni chyby za pouziti zdkona hromadéni chyb neni

ovSem pamatovano na mozné chyby postupu. Nekdy je ucelné odvodit chybovou funkei, tj.

zavislost konecné chyby na chybach dil¢ich vysledkii a na hodnotach konstant. Pro nékteré

»standardni postupy, napt. analytické metody, jsou tyto chybové funkce publikovany a pii

analyze chybové stranky takové analytické metody sta¢i dosadit do téchto funkci odpovidajici

hodnoty. Pouziti takové chybové funkce si ukaZzeme na piikladu.

Reseny ptiklad:
Pro chelatometrickou titraci uvadi R. Ptibil tzv. ukazatel chyby

p=1-U/c+ ay /UK,

z né¢hoz se ur¢i relativni chyba jako e(%) = (p - 1)100; zde je U citlivost
indikatoru, kterou uréime pokusné, ¢ je koncentrace titrované¢ho kovu, K je
konstanta stability komplexu kovu s chelatonem a ay je koeficient vedlejsi reakce
s H' - ionty. Uréeme podle této chybové funkce relativni chybu titrace 20 ml 0,01

M roztoku Mg*" roztokem 0,01 M chelatonu 3 na eriochroméerii T pti pH = 9,5.

Pokusné byla uréena hodnota U = 5.10°°, z tabulek najdeme log K = 8,69 a pro
pH = 9,5 je log ay = 0,83. Pri konci titrace je cy = (0,01.20)/40 = 0,005. Pak je p
=1-0,001+ 0,00275 = 1,00175 a relativni chyba titrace e(%) = (p - 1)100 =
(1,00175 - 1)100 = 0,175%.
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4 MATEMATICKA STATISTIKA

Clenéni kapitoly:

= Statisticky odhad (bodovy, intervalovy)
= Statistické testovani
= Zavislost dvou proménnych

= Vicenasobna linearni regrese

@ Cas poti‘ebny ke studiu: 1200 minut

{m Cil: Po prostudovani této kapitoly

e

= pochopite zakladni zakonitosti statistického odhadu a statistického
testovani

= seznamite se s linearni, nelinearni a vicenasobnou linearni regresi
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Vyklad

Zatimco se matematicka statistika uplatiiuje v teoretické chemii jako prostfedek
vytvareni teoretickych systémut (napf. statistickd termodynamika), které umoziuji provadét
dedukci, je pro chemometrii dilezitym tkolem statistiky indukce, provadéna na zakladé
odhadli neznamych parametrii, ziskanych z nahodnych vybéri a podle vysledkl testovani
hypotéz o téchto odhadech. Diulezitym ukolem matematické statistiky je vySetfovani

zavislosti dvou veli¢in (regrese a korelace).

Urcujeme-li hodnotu ndhodné veli€iny v fad¢é n nezavislych opakovani experimentu,

dostaneme ndhodny vybér (xi,........... Xn), kde x;, 1 = 1,2, .......... n jsou realizace ndhodné

velic¢iny & s distribuéni funkci F(x). Takovy nahodny vybér musi spliovat dvé zakladni

podminky:

1. Musi byt reprezentativni, tj. kazdy prvek zakladniho souboru musi mit stejnou

pravdépodobnost, Ze se dostane do vybéru;
2. Jednotlivé prvky vybéru musi byt vzajemné nezavislé.

Pfitom neni dilezité, zda zdkladni soubor, z néhoz vybér provadime, je redlny (napf.

bedna soucastek stejného druhu) nebo hypoteticky (soubor vSech moznych vysledkt ur¢itého

méteni, provedenych na daném objektu).

Zatimco charakteristika polohy p a rozptyl o zakladniho souboru jsou pevné hodnoty,

dané vztahy (2.8.a,b) a (2.9.a,b), jsou vybérové charakteristiky (vybérové ,,statistiky*), napf.

vybérovy primér nebo vybérovy rozptyl, nidhodné velidiny a maji své urcité

pravdépodobnostni rozdéleni. Je zfejmé, ze odhad parametrii zdkladniho souboru pomoci

vvvvvv
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4.1 Statistickv odhad

Protoze je statisticky odhad nahodna veli¢ina, muze se jeho hodnota, urcena
znédhodného vybéru rozsahu n, li§it od skutecné hodnoty odhadovaného parametru.

K posuzovani vlastnosti odhadi slouzi tato kriteria:

1. Konzistentnost: Odhad je konzistentni, jestlize s rostoucim rozsahem vybéru se zmensuje

rozdil mezi odhadem a skute¢nou hodnotou parametru.

2. Nestrannost: Odhad je nestranny, kdyz pii opakovanych vybérech kolisa jeho hodnota
symetricky, stejné na ob¢ strany kolem teoretické hodnoty parametru. Takovy nestranny

odhad ani pfi malém n soustavné nepodhodnocuje ani nenadhodnocuje odhadovany parametr.

3. Vydatnost: Odhad je vydatny, kdyz se jeho rozptyl okolo skutecné hodnoty parametru

rychle zmenSuje s rostoucim rozsahem vybeéru n.

4. Robustnost: Odhad je robustni, neni-li pfili§ zavisly na malych odchylkdch od

ptedpokladaného rozdéleni pravdépodobnosti.

Dale se budeme zabyvat odhady parametru p a o” pro vybér z normaln& rozd&leného

zéakladniho souboru a ukdzeme si na jejich vlastnostech nékterd obecné platna pravidla.

4.1.1 Bodové odhady

Odhady, které¢ jsou dany jedinym c¢islem, oznacujeme jako bodové. Bodovym

odhadem parametru p z ndhodného vybéru (xy, ....., x,) mize byt libovolna, ndhodné zvolena

hodnota x;. Takovy odhad ale urcit¢ nebude vydatny ani robusni a nemusi byt ani nestranny.
Leps$im odhadem bude medidn, tj. stfedni hodnota z vybéru setazené¢ho podle velikosti, kdy x;

< X3 <. £ Xy; pro liché n je median

’)\(I:X (4 la)

a pro n sudé je
e ——
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§=l(xn+xn ) (4.1b)
25 = 5t

2

Tak napf. pro n = 7 je medidn X35+ 05 = X4, tedy Ctvrty vysledek nebo pro n = § je to prumér
ze Ctvrtého a patého vysledku. Median je nestranny a robustni odhad, ale neni pfili§ vydatny;
mimoto pii jeho urceni z velkého souboru dat zcela ztrdcime informace, obsazené ve vSech
mimo jediného, resp. dvou vysledcich, protoze je do vypoctu medidnu vitbec nezahrnujeme.
Vydatnost medianu zavisi na rozsahu vybéru a je pro sudé hodnoty n vétsi nez pro sousedni

liché.

NejcCastéji pouzivanym odhadem ocekavané hodnoty p jsou rizné prameéry.

Nejbézngjsi je aritmeticky pramér

1 n
X:—z X;
N5

Je nestrannym, velmi vydatnym odhadem ocekavané hodnoty, ktery skoro Gplné odstranuje
vliv ndhodnych chyb; neni vSak, zejména pro mensi n, pfili§ robustni. Malou robustnost

priméru mizeme obejit nékolikerym zpisobem:

1. Jako odhad p pocitdme primér X a zaroven medidn X : je-li rozdil mezi nimi maly,
uvadime jako konecny vysledek primér. Je-li vSak tento rozdil velky, je vyhodné se
presvédcit, zda krajni hodnoty souboru nejsou odlehlé (viz odst. 4.2) a pfip. je vyloudit.
Souhlasi-li pak X a X, uvadime tento novy pramér, vypocteny po vylouceni krajnich

odlehlych hodnot, jako konecny vysledek.

2. Pocitame primér redukovaného souboru jako

1 n-k

i = X. 4.3
red n_2kz i ( )

i=k

nebo tzv. winsorizovany primér, kdy sefazeny soubor Xi,X;..Xy.1,X, nahradime souborem

X2,X2,X3 .. Xp-2,Xn-1,Xn-1 @ poCitdme prumér
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Xy =" X, (4.4)

Soubor nékdy redukujeme nebo winsorizujeme pouze jednostranné, napt. tak, ze urcime
prumér 1 median, a pokud se neshoduji, vypoustime nebo nahradime nejbliz§im ten krajni
vysledek, ktery ma vétsi odchylku od medidnu. Priiméry (4.3) a (4.4) patii mezi tzv. robustni
statistiky, kterych dnes zname velké mnozstvi; v chemometrické praxi se vSak uplatnuji
hlavné ty, které zde byly uvedeny. Je ziejmé, ze uvedené robustni odhady jsou zaméteny

hlavné na odstranéni nesymetrie rozdéleni.

Jinym odhadem p je tzv. vdzeny pramér

X =" i=12,..n (4.5)

ktery umoznuje jednotlivym vysledkim x; pfifadit riznou ,,vahu“ wj; tak napt. vysledkim,
vice vzdalenym od medianu, ptfitadime mensi vahu nez tém, které jsou mu blize. Pro w; = 1

pro vSechna i pfechdzi X, v aritmeticky primér X podle vztahu (4.2).

Odhadem oc¢ekavané hodnoty lognormalniho rozdéleni je geometricky prumér

X, =X X, X, (4.6a)

Casto uréujeme jeho logaritmus

logig:lz logx;

i=1
a ten pak odlogaritmujeme.

Konsistentnim, nestrannym a dosti vydatnym odhadem parametru ¢ je smérodatnd

odchylka
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s= \/ﬁg(xi—if :\/%IHZINI (4.7a)

kde pocet stupni volnosti f =n - 1 (viz pozn. * ) a A; je odchylka i-tého vysledku od priméru.
Pocet stupiii volnosti f vyjadiuje pocCet nezavislych hodnot, z nichz je odhad pocitan: pramér

X neni nezavisly na hodnotach x; - byl z nich pocitan - a kazd4d hodnota x; se na hodnoté

. . . ) 1
priméru podili jednou n-tinou své hodnoty, takze nezavislych hodnot je f=n- —n =n- 1.
n

Obecné plati, Zze pocet stupiiti volnosti f = n - k, kde k je poCet parametrt, urenych z
vysledki x;, od nichz pocitdime odchylku. Odhad podle (4.7a) je vhodny pro soubor
paralelnich méfeni, pokud jejich pocet n neni pfili§ maly. Pokud mame odhadnout
smerodatnou odchylku jako metrologickou charakteristiku métici metody, analytické metody
apod., je vhodngjsi nasledujici postup: Kazdy z k riznych vzorki métime n; - krat, j=1,2.... k
a dostaneme matici vysledki [|x;|], kde 1 znaci opakovani a j vzorek. Provedeme ,,centrovani®

tak, Ze vypocteme priiméry pro vSechny vzorky a odchylky Aj = (xj - X ). Odhad smérodatné

odchylky je pak

n

1 k n k
S \/f;; 1 \/N_k; P ( y J) ( )

kde N je pocet vSech vysledkli

k
N= Zn i - Je-li poCet mefeni, provedenych na vSech vzorcich stejny, je pocet stupfid

j=

volnosti f=k(n - 1)

Poznamka (*): Kdybychom v (4.7) pouzili n misto f, dostali bychom odhad parametru o, ktery je sice konsistentni a

vydatny, ale nebyl by nestranny, protoze by - hlavné pro malé n - podhodnocoval parametr o.

Jinym, ov§em mén¢ vydatnym a malo robustnim odhadem parametru o je rozpéti
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R= Xmax = Xmin (48)

kde Xmax, Xmin j€ Nejmensi, resp. nejveétsi hodnota celého ndhodného vybéru; u sefazené¢ho
souboru j€ Xmin = Xi @ Xmax = Xn. Pro normdlné rozdélené vysledky miizeme pouzit odhad

smerodatné odchylky, zalozeny na rozdéleni rozpéti, totiz
SR — kn .R (49)

kde hodnoty koeficientu k, pro rtizna n najdeme v tab. 5. [1], kde je také uvedena vydatnost
odhadu podle (4.9) oproti odhadu podle (4.7a). Je ziejmé, ze pro n > 8 je vydatnost tohoto
odhadu vyrazné niz$i, a proto se uziva jen pro mensi soubory dat. Pomér q = R/s, tzv.
»studentizované rozpéti, velmi zavisi na rozdéleni vysledkd a proto neni odhad podle (4.9)
robustni. Je zfejmé, Ze k, = q . Pii odhadech, zaloZenych na rozpéti, je f = n, protoze R se
pocitd ze dvou nezavislych hodnot, které ptedstavuji rtizné vybéry z téhoz zékladniho

souboru.

Smérodatnd odchylka je metrologickou charakteristikou piesnosti vysledkd, t.

charakteristikou nahodné chyby. Charakteristikou relativni hodnoty nahodné chyby je

relativni smérodatné odchylka, vyjadiend jako

= (4.10a)
X
resp. v procentech
${(%) = 100 > (4.10b)
X

Pak se oznacuje jako variacni koeficient.

Pro odhad parametri polohy a rozptyleni normalniho rozdéleni bylo zavedeno vice
ruznych ,statistik”, z nichz kazdda ma pon€kud jiné vlastnosti. Otdzka, ktery odhad je

,»hejlepsi, je vSak zcela nesmyslna: kazdy odhad je ,,nejlepsi“ pro ty predpoklady, za kterych

byl odvozen.
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Reseny piiklad:

Urcete odhad parametrii p a ¢ téchto vysledk:

Xi (- X) (xi- X)°
8,35 0,022 0,000484
8,21 -0118 0,013924
8,32 -0,008 0,000064
8,39 0,062 0,003844
8,37 0,042 0,001764

41,64 0,000 0,001764

Median: 8,21 < 8,32 < 8,35 <837 <8,39
Rozpeti: R =8,39-821=0,18
Prameér: X =41,64/5 = 8,328
Smeérodatna odchylka: s = W = 0,07085
sg=0,18.0,4299 = 0,07738
Relativni smérodatna odchylka s,(%) = (100 . 0,07085) / 8,328 = 0,85%

Shoda pruméru a medianu je dobra, s, < 1% ukazuje velmi dobrou presnost.

4.1.2 Intervalové odhady

VSechny aZz dosud uvaZované odhady byly vzdy bodové, tj. vyjaddieny pomoci
jediného c¢isla. Jakozto nahodné veliCiny maji bodové odhady urcitd pravdépodobnostni
rozd¢leni: tak napf. primér ma pro malé n Studentovo t-rozd€leni, které v limité prechazi v

IS P4 2 , v 72 r Y Lo - IS DA I v ’
normalni, rozptyl s* ma rozdéleni y~, které v limité také pfechazi v normdlni a sg ma rozdéleni
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rozpeti. Témito rozdélenimi se v souvislosti s bodovymi odhady nemusime zabyvat, ale

pouzijeme jich pii ur€ovani intervalovych odhadi.

Nevyhodou bodového odhadu parametru p z normalniho rozdéleni napt. vypoctem
aritmetického priméru X je, Ze tento odhad nevyjadiuje ptesnost s jakou byl uréen. Proto je

casto vyhodnéjsi urcit interval spolehlivosti, ve kterém lezi odhadovana hodnota p s vysokou,

predem zvolenou pravdépodobnosti (1 - o). Interval spolehlivosti vychdzi tim Sirsi, ¢im vétsi
je pravdépodobnost, Zze v ném lezi spravna hodnota p. Pro normalni rozdé€leni je takova

pravdépodobnost dana jako
X_
F2)= (g s 2@) = (1-0), 2= =+

kde F(z) je distribu¢ni funkce rozdeleni N(0,1), viz odst. 2.3.3 a z(a) je takova hodnota
normované ndhodné veli¢iny z, pro kterou ma odchylka (x - p) pravdépodobnost a. Hodnotu

o oznacujeme jako hladinu vyznamnosti, (1 - a) je koeficient spolehlivosti a z(a) oznacujeme

jako kritickou hodnotu normélniho rozdé¢leni na hladin€ vyznamnosti o.

Vlastni vypocet intervalu spolehlivosti zavisi na tom, zda zndme hodnotu parametru
nebo pouze jeho odhad s, a zda jsou vysledky spravné, kdy stiedni chyba 6 = 0, nebo nejsou

zcela spravné a stfedni chyba je nenulova, 6 # 0.

A. Zname parametr ¢ nebo jeho odhad s, uréeny z velkého souboru dat, napt. podle

(4.7b) pro (N - k) > 30, je interval spolehlivosti dan jako

Ll’zziiG@ (411)

kde n je pocet paralelnich stanoveni, z nichz byl uréen primér X a L; je dolni a L, horni mez

intervalu spolehlivosti, L, - L; = 26 z(a) / vn je jeho sife. O tomto intervalu spolehlivosti

plati, ze
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Pix-0 2% <l cx AW

N S

b=(1-a)

B. Zname-li pouze odhad s, ureny z mensiho souboru, musime postupovat jinak.
Vime, ze podil (n - 1) (c* / s*) ma Xz - rozdéleni o f = (n - 1) stupnich volnosti. Nahodna

e . L, 2 , , fae
veli¢ina & je nezavisla na y~ a nahodna veli¢ina

(= 5 (4.12)

n
ma Studentovo t-rozdé€leni. Proto miizeme urcit interval spolehlivosti pruméru jako

t(a, )
Jn

L1,2 =X *s (413)
kde n je pocet méfeni, z nichz byl ur€en primér x a pocet stupiiti volnosti f=ng - 1, kde ng je
pocet paralelnich stanoveni, z nichz byl ur€en odhad s; zfejmé bude vzdy ng > n. Kritické

hodnoty t(a.,f) jsou uvedeny v tab. 6. [1]. O intervalu spolehlivosti podle (4.13) plati, ze

t(aL, )
Jn

t(aL, )

P{x -s N t=(1-a)

Spux +s

Pro vypocty, provadéné za pouziti pocitace, neni vyhodné ukladat celé tabulky kritickych
hodnot do paméti: vyhodnéjsi je pouziti aproximace pro vypocet t(a,f). Jednu z takovych
aproximaci presentuje tab. 7. [1]. Velmi jednoduchd, ovSem jen pfibliznd aproximace

kritickych hodnot t(0,05;f) pro 4 < f< 60 je

2,5

t(0,05;) =2 + (4.14)
Interval spolehlivosti priméru Ize urcit 1 pomoci rozpéti jako
Ll,zziiR.Kn (415)
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kde koeficienty K, pro rizné n a (1 - o) jsou uvedeny v tab. 8. [1]. Tento zptsob je vyhodny

pro svou jednoduchost, je vSak pouzitelny pouze pro primér, uréeny z malého souboru dat.

C. Jsou-li vysledky zatizeny soustavnou chybou 9, jsou dvé moznosti, jak vyjadrit

interval spolehlivosti:

1. Podle GRABEHO rozsifime interval spolehlivosti smérem nahoru i dolu o hodnotu stfedni

chyby 9, tj. poCitame:

Tento interval je symetricky okolo priméru a jeho Sife je o 28 vétsi nez intervalu podle
(4.13); tento zptsob ma vSak nevyhodu v tom, ze pfesné¢ nezname pravdépodobnost, s niz lezi
hodnota p v tomto intervalu, vime jen, Ze je P > (1 - a) pro zvolenou hodnotu a. Je znadzornén

na obr. 8b.
2. Ur¢ime interval spolehlivosti za pomoci necentralniho t-rozdéleni jako
/+ s.t(a,f: d) /v/n
Li,=X
\ - s.t(a,f: d) //n -28
pro 6 > 0, resp. jako
Va s.t(o,,f: d) //n +25
Lio=Xx

-s.t(af:d)/+/n

pro 86 < 0. Kritické hodnoty necentralniho t-rozdéleni t(a,f:d) lze ur¢it pomoci aproximace,

uvedené i s prislusnymi koeficienty v tab. 9. [1].
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Obr. 8: Intervaly spolehlivosti priméru
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Interval spolehlivosti priméru uréeny pomoci t-rozdéleni podle (4.12), resp. rozsifeny
0o 20 podle GRABEHO navrhu jsou zobrazeny na obr. 8.a,b. Interval uréeny pomoci
necentralniho t-rozdéleni, ktery je nesymetricky rozlozen okolo priméru, je uveden na obr.
8.c. V praxi se vSak vzdy snazime optimalizovat experimentalni metodu tak, aby poskytovala
pouze spravné vysledky: pak pfichazi v tvahu pouze symetricky interval spolehlivosti podle

(4.13) nebo (4.15) a ur€ovani nesymetrického intervalu snad pouze jako nouzové feseni.

Interval spolehlivosti rozptylu, o némz plati, ze

2 2
P{% <6< &}:(1 - )

Lo R

n—l’2 n-1? 2

se Castéji pocita jako jednostranny, tj. uruje se pouze jeho horni mez jako

(n-1)s®
o

szl—l 91_5

Dolni mez totiz nebyva v praktickych ptipadech zajimava.

y Reseny priklad:
- Urcete interval spolehlivosti priméru a horni mez intervalu spolehlivosti rozptylu
téchto vysledku:
| x| 1987 | 2012 | 20,05 | 19,61 | 2033 | 19,90 |

Pramér: x =19,98 Median: x =19,975 n=ng=6; =5
Smerodatna odchylka: s = 0,245927 Rozpeti: R = 20,33 - 19,61 = 0,72
Vypocet intervalu spolehlivosti ze smérodatné odchylky:
Kriticka hodnota t(0,05,5) = 2,571 ..... prevzato z tab. 6. [1]
Aproximace t(0,05;5) = ... podle tab. 7. [1]:
= 1,960 + 1/5(2,350 + 1/5(3,226 +1/5(0,621 + 1/5 . 4,549))) = 2,571
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Priblizna aproximace: t(0,05;5) =2 + 2,5/5 = 2,5

Li2=1998 40,246 2871 = 1989 40,26  Dolni mez: L, = 19,72

J6
Horni mez: L, = 20,24

Vypocet intervalu spolehlivosti pomoci priblizné aproximace:

Li,=1998 +0,246 % =19,89 0,25  Dolni mez: L; = 19,73

Horni mez: L, = 20,23
Vypocet intervalu spolehlivosti z rozpéti:
Pron==6jeK, =0399 .. prevzatoztab. 8. [l]
L;>=1998£0,72.0,399 = 19,89 0,29 Dolni mez: L; = 19,69

Horni mez: L, = 20,27
Jednotlivé zpiisoby vypoctu vedou k ponékud odlisnym hodnotam mezi L; ».
Vypocet horni meze intervalu spolehlivosti rozptylu:

Kritickd hodnota y244s = 1,15 ... pfevzato z tab. 10. [1]

2
Horni mez: o2, = % = 0263  Ouu=0513
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4.2 Statistické testovani

Druhym vyznamnym ukolem statistické indukce je testovdni hypotéz o velikosti

nezndmého parametru pravdépodobnostniho rozd€leni nebo vztahu mezi parametry dvou a
vice vybérl. Postupuje se tak, ze se nejprve vytvoii hypotéza a pak se hledaji prostiedky

k jejimu ovéfeni testem vyznamnosti. Tak napf. zjiStovani spravnosti vysledki méteni nebo

analyzy provadime porovnanim vysledkd se skute¢nou hodnotou a usuzujeme, zda rozdil
mezi obéma hodnotami mizeme vysvétlit vlivem ndhodnych chyb a pokladat vysledky za
spravné nebo usoudime, Ze rozdil je zplisoben soustavnou chybou a vysledky tedy spravné
nejsou. Vytvofime si tzv. nulovou hypotézu Hy, ze rozdil mezi sprdvnou a nalezenou
hodnotou neni statisticky vyznamny a tuto hypotézu ovéfime testovanim. Pfitom mohou
nastat dvé moznosti: bud’ nulovou hypotézu pfijmeme nebo ji zamitneme. V kazdém ptipadé
muze byt nase rozhodnuti bud’ spravné nebo nespravné. Zamitneme-li spravnou hypotézu,
mluvime o chybé prvniho druhu a pfijmeme-li nespravnou, mluvime o chybé druhého druhu.

Muzeme si to zndzornit nasledujicim schématem:

Ho Nulovou hypotézu
pfijmeme zamitneme
spravna chyba I. druhu
nespravna chyba II. druhu

Testovani se provadi porovnanim vypoctené hodnoty testovaci charakteristiky (testovaci

,statistiky*) s kritickou hodnotou, kterou najdeme pro zvolenou hladinu vyznamnosti

v tabulkéch nebo ji vypocitdme pomoci vhodné aproximace. Nulova hypotéza se zamitd,
jestlize z experimentalnich vysledkli vypoctena hodnota ,,statistiky* prekroc¢i jeji kritickou
hodnotu, ale nemtizeme-li nulovou hypotézu zamitnout, znamena to jen, ze nelze rozhodnout,
zda je napf. testovany rozdil dan jenom nahodnymi chybami nebo zda je pouzita metodika
malo citlivd k tomu, aby rozdil prokdzala jako vyznamny. Riziko chyby I. druhu je dano

hladinou vyznamnosti (1 - o). MUZeme-li na zaklad¢ logické tvahy urcit, jaky rozdil
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testovanych parametri je jesté pristupny, ziskdme otestovanim specifikované alternativni
hypotézy H; zavéry o souhlasu testovanych veli¢in: zamitnuti H; pak znamena pfijeti nulové
hypotézy Hy. VZdy ovSem nebyvd mozné vytvorit specifikovanou alternativni hypotézu;

nulovou Ize vytvoftit vzdy.

Je popséano mnoho statistickych testll. Zde si ukdZeme pouziti Studentova t-testu pro
ovéfeni spravnosti a shodnosti vysledkit méfeni a testovani specifikované alternativni
hypotézy o shodnosti, pouziti GRUBBSOVA a DEANOVA-DIXONOVA testu k urceni odlehlych

vysledki a testovani shodnosti dvou rozptylii pomoci F-testu.

Testovani rozdilu dvou smérodatnych odchylek: Jsou dany dva odhady s; # sy, které maji

pocty stupni volnosti f; a f,. Jako nulovou hypotézu testujeme ptedpoklad, ze s; 1 s jsou
odhady téhoz parametru 6. MiZzeme si napsat schéma:

~

S]:G»]

> H()I 01 =02
G2

Sy =

Testovaci kriterium (testovaci statistika) je dana pomérem

F= (S—IJ (F>1) (4.17)

S,

Nulovou hypotézu zamitame, kdyz F > F(o.,f},f;). Tabulky kritickych hodnot F - rozdéleni

jsou velmi obsahlé; v tab. 11. [1] je uveden pouze jejich usek pro (1 - a) = 0,95.

Testovani rozdilu primérd od skutecné hodnoty: Jde o testovani spravnosti vysledku X

porovnanim se skutecnou hodnotou p (napf. ,,ovéfovaci® analyza standardniho vzorku).

Uvazujeme tedy nasledujici nulovou hypotézu:
H()Z X = ﬁ

Testovaci statistika je dana jako
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t= M\/ﬁ (4.18)
S

Jestlize t > t(a,f), f =n - 1, zamitdme nulovou hypotézu.

Reseny ptiklad:

Titraénim stanovenim Mn ve standardnim vzorku s obsahem 0,670% Mn bylo

nalezeno: 0,69; 0,68; 0,70; 0,67; 0,67; 0,69; 0,66; 0,68; 0,67; 0,68; 0,68; 0,67 a

0,69% Mn. Je vysledek zatiZzen soustavnou chybou? Primér vysledkt x = 0,679%
Mn se zdanlivé dobfe shoduje s p = 0,670% Mn. Provedeme vSak otestovani t-

testem. Smérodatna odchylka s =0,0111516.

_ 06790670 =

=2,910> 2,179 = t(0,05;12)
0,0111516

Rozdil je statisticky vyznamny na hladine (1 - &) = 0,95, zamitame nulovou
hypotézu a musime predpokladat, Ze vysledky jsou zatizeny soustavnou chybou.
Takovym konstatovanim ovsem nesmime zakoncit ovérovani titracni metody
stanoveni Mn a musime se snazit soustavnou chybu odstranit. Skutecné bylo
zjisténo, Ze pouzité chemikdlie zpusobovaly urcitou malou hodnotu slepého

pokusu, po jeho odecitani byly jiz vysledky spravné.

Testovani rozdilu dvou prumért: Jde o testovani shodnosti vysledkti méteni, provedenych

dvéma riznymi metodami na témZze vzorku a zjiStujeme, zda ob& metody davaji shodné
vysledky, nebo jde o testovani, kdy provadime méteni jednou metodou na dvou vzorcich a

zjiStujeme, zda jde o dva vzorky téhoZ materialu. Jako nulova hypotéza se testuje

X = My

: Ho: pi = w2
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e
]
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>
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Experimentalni data, ktera testujeme, mohou byt dvojiho druhu:

A. Jsou dany dva priméry X, # X,, urené z n; a n, paralelnich méfeni. Testovaci

charakteristika je

t= |X1_X2| n,n,

51,2 n,+n,

§ (x;,X, )2+§ (Xiz_iz)z
2 i=1 i=1
Sy, = 4.19a
2 n,+n,—2 ( )

a porovna se s kritickou hodnotou t-rozdéleni pro f=n; + n, - 2. Nulovou hypotézu zamitame,
je-li t > t(a,f); nemizeme ji zamitnout, je-1i t < t(a,f), coz ovSem neznamena shodnost obou
prumérti. Ma-li se prokazat souhlas mezi dvéma pramery, je tteba urcit logicky zdtvodnitelny
rozdil mezi nimi, tj. d = |u; - M2, @ jako specifikovanou alternativni hypotézu otestovat tento

rozdil pomoci testovaciho kriteria

w=d [ (4.19b)
s\ n,+n,

a specifikovand alternativni hypotéza se zamita, je-li u > u(a,pB,f); kritické hodnoty jsou
uvedeny v tab. 12. [1]. Kombinaci otestovani podle (4.19a) a (4.19b) lze s piislusnym rizikem
rozhodnout jak o pfijeti, tak o zamitnuti hypotéz o shodnosti v ramci rozdilu d, tak o

neshodnosti obou priméri.

B. Je dano k > 2 vzorkt, z nichz kazdy je méfen (analyzovan) pomoci dvou riznych metod A,
B; np = ng = 1. Shodnost vysledkli obou metod miizeme otestovat pomoci diferenci x4 - Xg;,

které vypocteme pomoci schématu:
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Vysledky
Vzorek: XA XB Di (D;- D)
1 XAl XBI XAl - XB1 (D;- D)’
2 XA2 XB2 XA2 - XB2 (D,- DY
k XAk XBk XAk - XBk (Dx- D)?
_ k
5-1%n
k i=1
1< 1&
Uréime priméry: X, = EZ Xpis Xg = EZXBi a vypocteme hodnotu testovaci
i1 )

charakteristiky

Y TS
t=[X,—X| S0, DF (4.20)

a porovnavame s kritickou hodnotou t-rozdéleni pro f = k - 1 a pro zvolenou hladinu

vyznamnosti; nejcastéji se pouziva (1 - o) = 0,95.

Dosud jsme se zabyvali testovanim parametrt a jejich odhadii; mizeme vsak testovat i
jednotlivé vysledky, napt. abychom zjistili, zda nejsou odlehlé od ostatnich vysledkti proto, ze

jsou zatizeny hrubou chybou. Testovani odlehlych vysledkii mé v chemometrii dosti velky

vyznam a proto si zde v§imneme dvou testli odlehlosti. Pro testovani odlehlosti je nulova
hypotéza dana piedpokladem, Ze testovany vysledek je ndhodnym vybérem ze zékladniho

souboru. Pfi pouziti GRUBBSOVA testu testujeme rozdil podezielého vysledku od priméru

_ |Xi_X|.

T ;i=1n (4.21)

S
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/ -1 . "
a porovnavame s hodnotou T(a,n) = , kde T(o,n) jsou kritické hodnoty GRUBBSOVA
n

rozdéleni a s je odhad smérodatné odchylky ze vSech vysledki, véetné podezielého. Kritické
hodnoty T(a,n) jsou uvedeny v tab. 13. [1]. Pro malé soubory dat je jednodussi pouziti testu

podle DEANA a DIXONA, kdy za pouziti sefazenych vysledki ur¢ime

;1=2n (4.22)

kde R = x, - x; je rozpéti. Porovnavame s kritickymi hodnotami Q(a,n), pficemz pro n = 3
musi byt vSechny vysledky vzijemné rizné. Kritické hodnoty DEANOVA a DIXONOVA

rozdeleni jsou uvedeny v tab. 14. [1].

0 Reseny piiklad:

V organické latce byl nalezen obsah uhliku: 16,84%, 16,86%, 16,91%, 16,93% a
17,61% C. Muze jit o latku, ktera obsahuje podle teorie 17,41% C?

Primer x = 17,03% C, median x = 16,91% C; smérodatnd odchylka: s =

0,32627. Interval spolehlivosti L, = 17,03 + 0,32627 2778 = 17.03 + 0,41.

NG

Hodnota 17,41 lezi v intervalu spolehlivosti; mohlo by se tedy jednat o tuto latku.
Nejvyssi vysledek 17,61% C je vSak podezrely jako odlehly: otestujeme testem

podle DEANA a DIXONA:

_ 17,61 - 16,93

= > = .
17,61 16,84 0,883 > 0,642 = 0(0,05,5)

Q

Nejvyssi vysledek je odlehly, vyloucime jej a dostaneme:

Primeér a median x = X = 16,885% C, smeérodatnd odchylka: s = 0,04203.
Interval spolehlivosti

Lis = 16,885 +0,04203 3182 — 16,885 +0,067; hodnota 17,41% C lezi mimo

N7
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interval spolehlivosti; pokud jsou vysledky analyzy sprdavné, nejde o tuto latku.
Odlehly vysledek, pokud by nebyl vyloucen, mohl zpiisobit vznik nesprdavného

vysledku a nespravného rozhodnuti, provedeného na zaklade tohoto vysledku.

Odlehly vysledek se nékdy projevi tim, Ze rozdil mezi primérem a medidnem je veétsi

nez obvykle. Vylouc¢enim odlehlého vysledku:

1. zméni se prumér a zlepsi souhlas priméru s medidnem;

2. zmenS$i se rozpéti a smerodatnd odchylka;

3. obycejné se zuzi interval spolehlivosti piesto, ze je tfeba pouzit hodnotu t(a,f) pro mensi f

nebo hodnotu K, pro mensi n nez pted vyloucenim.

Analogicky efekt jako vylouceni odlehl¢ hodnoty ma pouziti robustniho odhadu

hodnoty parametru p. UkaZeme si to na piikladu:

Reseny piiklad:

Z vysledkti z ptedeslého piikladu vypocteme jako odhad stfedni hodnoty
winsorizovany prumér, pfi¢emz provedeme jednostrannou winsorizaci vysledku,
vice odlehlého od medianu.

Rozdil nejnizsiho vysledku od medianu je 16,91 - 16,84 = 0,07%, rozdil
nejvyssiho vysledku od medianu je 17,61 - 16,91 = 0,70%. Vypoustime tedy
nejvetsi vysledek, nahrazujeme jej nejblizsim sousednim a dostaneme soubor:
16,84 < 16,86 < 16,91 < 16,93 = 16,93%. Priumeér x = 16,894 se dobre shoduje s
medianem x = 16,910%, smérodatna odchylka s = 0,04159, takze L;, = 16,89 +
0,052 ; L; = 16,84%, L, = 16,95%. Nemiize jit o latku s obsahem 17,41% C.
Vsimnéme si, Ze interval spolehlivosti winsorizovaného souboru je jesté uzsi nez

po wlouceni odlehlého vysledku v predchozim prikladu.

Testovani na pfedem zvolené hladiné vyznamnosti (1 - o) vede k jednoznacnému

rozhodnuti, coz je sice vyhodné, ale predstavuje vytvoreni diskontinuity ve spojité fadé

hodnot kriterii napt. pro spravnost, shodnost, odlehlost atd. Proto né¢kdy rozhodujeme takto:

67



Chemometrie
Katedra analytické chemie a zkouseni materialu

0,99 <(1-a) vysoce vyznamné

0,95<(1-a)<0,99 vyznamneé

0,90 <(1-a)<0,95 malo vyznamné
<0,90 nevyznamneé

Pro védecké ucely je vhodné neporovnavat vypoctenou hodnotu testovaci statistiky s
kritickou hodnotou, ale urcit, na jaké hladin¢ vyznamnosti, tj. s jakou pravdépodobnosti neni

nulova hypotéza splnéna. To se da provést dvojim zplisobem:

a) Exaktné: zavést takovou aproximaci kritickych hodnot testovacich statistik, ktera
umoziuje vypocet piislusné hladiny vyznamnosti pro jakoukoliv hodnotu
testovaci statistiky pfi daném poctu stupni volnosti; tento zplisob se

ovSem da realizovat pouze a pouZiti pocitace.

b) Ptiblizné: grafickou nebo pocetni interpolaci mezi tabelovanymi hodnotami;
vyzaduje to vSak dosti obsahlé tabulky kritickych hodnot testovaci

statistiky. Dnes se prakticky nepouziva.

Pak ovSem nevyjadiujeme vysledek testovani vyrokem, ze nulova hypotéza je nebo neni
statisticky vyznamna, ale ze testovana hypotéza mize byt pifijata na hladin€¢ vyznamnosti (1 -

).

y Reseny ptiklad:
L

Latku s obsahem 7,10% N jsme analyzovali jednak spalovaci metodou (A),
jednak metodou KJELDAHLOVOU (B); mame urcit, na jaké hladiné (1-o) jsou

vysledky jednotlivych metod, x, a xg, shodné se skutecnym obsahem.

XA XB

7,10 7,04
A = wf: 1,825

——————————————————————— 0,012
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7,10 7,06
7,11 7,06
ot s gy = 210-7.07 13(;22’07 J5=2,532
7,13 7,11 !
711 % 7,07
00122 s 0,0265 Tab t(a:d): (I-a) ted)
080 1,533
085 1,824

090 2,132 t,=1,825
0,95 2,776 t3=2,532
ty = 1,825 ~1,824 = 1(0,85;4)
10,90;4) = 2,131 < 2,532 < 2,776 < 1(0,95,;4)
Metoda A poskytuje vysledky, shodné se skutecnou hodnotou na hladine cca (1 -
a) = 0,85.

Pro metodu B musime provést vypocet linearni interpolaci:

0,95 - 0,90

1-a) = Y90 U0
(1-2 =090 2,776 — 2,132

(2,532 -2,132) = 0,93
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4.3 Zavislost dvou proménnvch

Zavislost mezi dvéma proménnymi mize byt v podstaté dvojiho druhu:

1. Zavislost funkéni: Ur¢ité hodnoté argumentu x; odpovida jedina, urcitd hodnota nezavisle

proménné y;, tj. plati y = f(x).

2. Zavislost stochastickd: Je to zavislost, kdy bud’ zavisle prom&nnd, event. obé proménné

jsou nahodné veli¢iny. V prvém ptipad¢, tj. je-li ndhodna jen zéavisle proménna, odpovida
ur¢ité hodnoté argumentu x; celé pravdépodobnostni rozdéleni hodnot ndhodné veliciny vy,
kterd ma oc¢ekavanou hodnotu p, a rozptyl 05 , tj. plati, Ze py = f(x;). V druhém pitipade, tj. pfi

vzajemné zavislosti dvou ndhodnych veli¢in y a x s rozptyly ci

a o. odekavanymi
hodnotami py, py, plati, Ze py = f(ux). Dv€é ndhodné proménné vSak mohou byt vzijemné

zavislé jen do jisté miry.

Pti zpracovani experimentalnich dat mizeme snad jen vyjimecné piredpokladat
funkéni zavislost: zpravidla plijde o zavislost stochastickou. Stochasticka, pfima nebo
nepiima zavislost, je feSitelna matematicko-statistickymi metodami, které umoznuji ziskat
fadu uziteCnych informaci o zpracovavaném souboru. Zavislost ndhodné veli¢iny y na
pevnych hodnotach argumentu x zpravidla zpracujeme formou regrese, kdy urujeme tvar
zavislosti; vzajemnou zavislost dvou ndhodnych velicin y, x lze sice také zpracovat, ale toto
zpracovani vede v podstaté jen ke zjiSténim jak silnd je korelace mezi obéma proménnymi.
Proto Casto i tehdy, jde-li o zavislost dvou experimentalné zjistovanych a tedy ndahodnych
hodnot veli¢in y, X, zpracovavame soubor regresnimi metodami. Ptfitom bud’ veli¢inu, kterou
zjistujeme presnéji, pokladame za argument, nebo provedeme ,,dvoji“ regresni zpracovani, tj.
jednou zavislosti x = fi(y) a podruhé zavislosti y = f5(x); napt. kalibra¢ni a analyticka
zéavislost v analytické chemii. Jinou moznosti zpracovani zavislosti dvou nahodnych velicin je
pouziti tzv. ortogondlni regrese. Zatimco ,,obycejnd* regrese ma své opravnéni v piipade, kdy

Gy >> Oy, Je ortogondlni regrese vhodna zejména pro piipad 6, = ox. V pfipad¢, kdy se
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rozptyly fadové nelisi ani nejsou pfiblizné stejné, mize pfinést n¢které cenné informace o

vzajemné zavislosti, zejména o jeho tvaru, dvoji regrese.

Pro zpisob zpracovani regresivni zavislosti je podstatné, zda zndme nebo z teorie

muzeme predpokladat tvar zavislosti: pak jde v podstaté jen o hledani parametrti této

zévislosti, nebo tento tvar nezndme a hleddme vhodny model pro vyjadieni tohoto tvaru.
Velmi cCastym modelem je piipad, kdy se jedna o linearni zavislost na nezndmych
parametrech: tyto modely oznacujeme jako linedrni vzhledem k parametrim. Velmi Casté je

linedrni zavislost dvou proménnych. Pak mluvime o jednoduché linedrni regresi, ktera je

vyjadiend jako
yi= o+ Bx; + g (4.23)

kde &; je nahodna chyba, ktera ma normalni rozd&leni N(0,6%) a o, P jsou parametry linearni
regresni rovnice. Odhady t&chto parametrd, tj. koeficienty a= 6, b= p uréujeme takto: mame
n > 2 bodd, tj. dvojic hodnot [xi, yi], 1 =1, ... n. To znamena, ze pro urceni dvou koeficientti a,
b médme n > 2 rovnic y; = a + b.xi + g;. Jde tedy o pfeurCeny systém rovnic, tj. mdme vice
rovnic nez nezndmych. Takovy systém se da feSit jen pro urcitou podminku. Pro odhad

koeficientl regresni rovnice zvolime podminku nejmensiho souctu tvercd, tj. podminku

Z:(yi—a—bxi)2 = min, i=1,..n
K urceni této podminky derivujeme podle obou koeficientd a poloZime rovno nule:

§Z(Yi_a_bxi)2 =-2 Z(Yi_a_bxi) =0
as i

%Z(Yi_a_bxi)z =-2 Z(Yi_a_bxi) =0

Upravou téchto vztahti dostaneme tzv. normalni rovnice
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anwLbZ:xi - Zyi =0

ain erZ:xi2 - inyi =0
Jejich fesenim pak dostaneme odhady koeficient

(Z Xi)(z Yi)_nz XiYi
b= i i i (4.24)

(in)z_nzxiz

- (X5, -bYx) (4.25)

Smeérodatnou odchylku, kterd charakterizuje rozptyleni kolem regresni piimky, ur¢ime jako

(4.26)

kde regresni hodnota Y; = a + bx;. Odhad smérodatné odchylky koeficientu a = & pocitame

jako

1 _
Sa=Syn | X (4.27)

YR ()

i

a odhad smérodatné odchylky koeficientu b = p poéitame podle vztahu

2
S

y,X
1
ZX?_E(ZXi)Z

(4.28)

Sb = Syx

kde sy x pocitame podle (4.26).
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Znéme-li odhady koeficienti a, b a jejich smérodatné odchylky, mizeme urcovat

jejich intervaly spolehlivosti
Layi2 = a £ sat(a,f) Loy = b + spt(aL,f)

pro f = n - 2. Koeficienty a, b mizeme téZ pomoci t-testu testovat oproti piedpokladanym

v

hodnotdm a, 3. Nejcastejsi je testovani hypotézy Hy: a = 0; testovaci statistika je pak

4

t=—, f=n-2

Sa

Timto testovanim zjiStujeme, zda regresni ptfimka prochdzi pocatkem, tj. bodem x =0, y = 0.
Toto zjisténi je Casto velmi dualezité, napf. pii zjiStovani hodnoty ,slepého pokusu“ pfi
kalibraci v analytické chemii. Obdobné testujeme hypotézu Hy: B = ¢, ¢ = konst; v n¢kterych

dialezitych chemometrickych aplikacich byva ¢ = 1.

Zjistime-li otestovanim, Ze rozdil koeficientu a neni od nuly statisticky vyznamny,

resp. Ze nula leZi uvnitf intervalu L) », miZeme piedpokladat regresni zavislost
y=b.x (4.29)

a koeficient b pocitame z jediné normalni rovnice

b ZX? - ZXiYi =0

jako
Z XiYi
b= (4.30)
X
Smérodatna odchylka
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(4.31)

kde regresni hodnota Y; = b.x; .

y Reseny piiklad:

ol Mame zjistit koeficienty linearni regresni ptimky pro nésledujici data: Sestavime
tabulku

i Xi Yi x? Xi Yi Yi (vi- Y3y’

1 0,00 0,02 0,00 0,000 0,01 0,0001

2 0,80 0,94 0,64 0,752 0,98 0,0016

3 1,60 2,01 2,56 3,216 1,96 0,0025

4 2,40 2,90 5,76 6,960 2,93 0,0009

5 3,20 3,91 10,24 12,512 391 0,0000

6 4,00 4,88 16,00 19,520 4,88 0,0000
12,00 14,66 35,20 42,960 0,0051

p=121480-09296 _ ;71786 a=1 (14,66-1,21786.12,0) = 0,0076

12° — 6-35,2 6

Sy = ‘/0'0351 — 0,0357

Hodnota koeficientu a = 0,0076 je mald, proto otestujeme, zda je statisticky

vyznamné odlisna od o = (. Napred vypocteme
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=0,0258

s, = 00357 |14 2,2
6 352-12,12/6

0,0076
0,0258

Testovani: t = =0,3<2,776 = 1(0,05,4)

Koeficient a je statisticky nevyznamné odlisny od nuly tj. miizeme zavislost

vyjadrit regresni rovnici y = b . x. Sestavime novou tabulku:

i X; Vi Yi (yi- Y3’
1 0,00 0,02 0,00 0,0004
2 0,80 0,94 0,98 0,0016
3 1,60 2,01 1,95 0,0036
4 2,40 2,90 2,93 0,0009
5 3,20 3,91 3,91 0,0000
6 4,00 4,88 4,89 0,0001

— 42,96 — ],22045 Sy,x = W: 0,0363
35,20 o

Nyni bychom méli otestovat F-testem, zda rozdil mezi obéma hodnotami
smérodatnych odchylek s, pro model y = a + b . x a pro model y = b . x neni
statisticky vyznamny: jejich shoda, tj. 0,0357 a 0,0363 je vSak tak dobrd, Ze

testovani neni nutne.

Pro regresni hodnotu, tj. pro hodnotu Y vypoctenou z regresni rovnice mizeme urcit

interval spolehlivosti jako
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Liy=(a+bx) £ sy, .t(a,f) ! : (X—%)° (4.32)

n ZX?—Ill(ZXi)Z

Vypoctem intervalu spolehlivosti pro libovolnou hodnotu X ze zpracované oblasti hodnot x
dostaneme tzv. pas spolehlivosti pro regresni ptfimku. M4 tvar, zobrazeny na obr. 8.: je nejuzsi
ve sv¢ stfedni Casti. Body, odlehlé od regresni piimky, mizeme vyloucit po otestovani

GRUBBSOVYM T-testem.

Obr. 9: Pas spolehlivosti regresni ptimky

Linearni zéavislost je v chemometrii velmi dulezitd, protoze mnohé chemicke,
fyzikélné-chemické a fyzikdlni zakonitosti jsou v podstateé linedrni: k odchylkam od
linearniho pribéhu dochéazi Casto tehdy, kdy se bud’ uplatituji nové vlivy, s nimiZ teorie

nepocita nebo tehdy, kdy se neuplatni n¢které teorii predpokladané.

Postup zpracovani nelinearni regresni zavislosti bude zaviset predev§im na tom, zda

zname racionalni vztah pro zavislost sledovanych proménnych, pfip. zda jej mizeme odvodit
na zdékladé néjaké teorie. Neni-li tomu tak, pokouSime se vystihnout zdvislost mezi
proménnymi empirickou funkci, kterd ve sledovaném intervalu vhodné aproximuje
sledovanou zavislost. Musime tedy probirat jeden typ empirické zavislosti za druhym, az
najdeme nejvyhodnéjsi; ¢asto se osvédcuje vyjadieni polynomem. Hledani vhodné zavislosti
mize usnadnit schéma 1., kde jsou uvedeny prib&hy téchto zavislosti. Jindy lze vhodnou

transformaci prevést nelinedrni zavislost na linedrni a fesit pak metodami linearni regrese.

76



Chemometrie
Katedra analytické chemie a zkouseni materialu

Tento zplsob, je-li mozny, byva snadngjsi a je velmi Casto pouzivan zejména ve fyzikalni

chemii. Né¢které lineariza¢ni transformace jsou uvedeny ve schématu 1.

Pouziti vypocetni techniky bylo velkym pfinosem pravé pro zpracovani regresnich
zavislosti a je mozno zcela opravnéné tvrdit, Ze metody nelinearni regrese pii zpracovani

rozsahlych soubori dat by bez pocitacii nebyly viibec prakticky realizovatelné.

Prikladem regrese, kterd je linearni v parametrech, ale popisuje nelinearni zavislost

mezi proménnymi, je tzv. polynomickd regrese, pii niz vyjadiujeme vztah mezi ob&éma

proménnymi polynomem n-tého stupné

y =ko +kix +kox’ + ... + kax"= Y k;x' (4.33)
i=0
kde celociselnd hodnota n vyjadfuje stupenn polynomu a ko, ki, ... , ky, jsou neznamé

koeficienty. Tyto koeficienty ur¢ime feSenim normalnich rovnic

kon o+ ki Yx f ot kY xP - Yxy, =0

koY x, + kiYx? + oo+ kYx"™- Sxly, =0

ko x!+ kY xI™+ o+ k) x" - Dxly, =0

Specielnim pfipadem je pfimkova regrese, tj. polynom prvniho stupné.
Schéma 1: N¢které nelinearni zavislosti a jejich linearizace
Vztah: Tvar zavislosti: Lineariza¢ni transformace

Y=A+B.X
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n . Velmi flexibilni polynomicka

i=0 zavislost

n (1ji Velmi flexibilni polynomicka
ki

Py X zéavislost
Cymabt >< """"" b>0 Y-y  X-x

b<0 A=Ina B=Inb

y=a.¢e" &Z b>0 Y=Iny X=x
b<0 A=Ina B=b

y=a+b/x >< b>0 Y=y X=1/x
b<0 A=a B=b

y=a+b.logx >< b>0 Y=y X =logx
b<0 A=a B=b

logy=a+b.x &Z b>0 Y =logy X=x
b<0 A=a B=b

Oteviena zlstava otazka volby vhodného stupné polynomu: Pfitom musime rozlisit, o

ktery ze tii pripadii se jedna:
1. Regrese polynomem znamého stupné;
2. Urceni stupné polynomu;

3. Redukce ¢lenti polynomu.
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Jestlize na zaklad¢ zkuSenosti nebo pozadované ptesnosti zndme stupent polynomu n a pro
zpracovani mame k dispozici m > n dvojic hodnot, feSime soustavu normalnich rovnic, coz
ovSem vyzaduje pocita¢ a vhodny program. Jindy musime napied urcit stupeit polynomu.
Volba stupné polynomu je velmi zavaznd, protoze zvolime-li nizky stupeni, rovnice nemusi
dosti dobie vystihnout skute¢nou zavislost a zvolime-li pfili§ vysoky stupen, ,,prolozi se*
kiivka popsand regresni rovnici vSemi body a nedosdhneme vyrovnani chyb a méfeni. Proto
pro ucely ,,vyrovnani“ pouzivame spiSe nizsi stupenn polynomu a tam, kde jde o aproximaci
napt. kritickych hodnot, apod., volime spiSe vyssi stupeit. Velmi ,,nebezpecné* jsou odlehlé
vysledky, které mohou vést k nevhodné volbé stupné polynomu. Proto postupujeme tak, Ze
provedeme vypocet pro nizky stupenn a pomoci GRUBBSOVA testu zjistujeme odlehlost téch
bodd, které se vice 1isi od regresni hodnoty. Nékdy provadime redukcei koeficienti polynomu,
tj. vynechani téch koeficientli, které pfi otestovani t-testem proti nule shledame statisticky

nevyznamneé.

Spravné provedeni nelinedrni regrese, at’ uz za pouziti polynomu nebo jiného vztahu,
pfipadné po linearizaci, je zalezitosti nejen matematickou, ale pfedev§im vhodné logické
uvahy a analyzy celého problému. Zde plati vice nez kde jinde, Ze chemometrie je chemicky
obor a tak volba vhodného modelu (tj. vztahu, kterym dany jev, fenomén, popisujeme) by
méla byt spiSe otdzkou raciondlniho nalezeni takového vztahu nez problému co nejlepsi
ptiléhavosti regresni rovnice k experimentalnim datim. Zde je do jisté miry tfeba respektovat
skutecnost, na kterou upozornil C. F. VON WEIZSACKER, Ze totiz ptirodni zakony jsou v
podstaté vyjadfitelné jednoduchymi matematickymi vztahy, ale komplikuji je ¢etné ndhodné
vlivy. Cilem regrese je pravé vystizeni urcité ,,piirodni zékonitosti® pii soucasné eliminaci

vlivu ndhodnych okolnosti.

Je-li mezi dvéma nahodnymi experimentalné urCovanymi proménnymi néjaka

zéavislost, musime predevsim urcit, jak je tésnd. K tomu slouzi tzv. korelacni koeficient p; ten

charakterizuje tésnost zdvislosti dvou nahodnych veli¢in pro piipad, ze jde o linedrni
zavislost, pfiCemZ nabyva hodnot od -1 do +1. Kladnych nabyva pro ptfimou a zapornych pro

nepiimou zavislost, pii nezavislosti obou proménnych je p = 0, pii funkéni zavislosti je p = 1
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a ¢im vice se jeho hodnota blizi jedné, tim je zéavislost obou proménnych tésnéjsi. Odhad

korelaéniho koeficientu

aniYi_(in)(z Yi) cov
p=r= i i i = (4.34)
NDESONNE NN RS

kde kovariance
1 _ _
COVxy = EZ(Xi_x)(Yi_Y)

Je ztejmé, ze pro x =y ptechazi kovariance v rozptyl.

K testovani nulové hypotézy Ho: r = p, p = 0 pouzivame kritickych hodnot r(a,n),
uvedenych v tabulce 15. Je-li Irl > r(a,n), hypotézu Hy zamitneme. Pii ur¢ovani korela¢niho
koeficientu méa velky vliv rozsah souboru, ze kterého vychéazime: odhad r je totiz malo
vydatnym odhadem p. Tvrzeni, Ze nema prakticky smysl urcovat koeficient korelace pro maly

pocet dvojic dat (n < 10) se da ovéfit pomoci tzv. z - transformace, tj. veli¢iny

z=121n
I-r
1
kterd ma normalni rozdéleni se smérodatnou odchylkou ¢ = (n - 3)? = 3 Ukéazeme to na
n_

prikladu.
- . e TRV .
Pro r = 0, ureny z n = 7 je $ife intervalu spolehlivosti, ur¢end pomoci z -

transformace pro (1 - a) = 0,95 takova, ze -0,96 < p < +0,96 , tj. nelze
rozhodnout, jde-li o pomérné¢ silnou nepiimou, Zadnou nebo dosti silnou piimou

zavislost. Ur¢ime-li v§ak r = 0 z n = 70, je pro (1 - a) = 0,95 interval spolehlivost
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-0,23 < p < 140,23, takZe podle tab. 15. [1] nelze zamitnout nulovou hypotézu;

budeme bez nejmensich rozpakti mluvit o naprosté nezavislosti obou veli¢in.

Korelaéni koeficient ndm poskytuje pouze informaci o tom, jak tésnd je vzdjemna
zavislost obou proménnych a o tom, jde-li o pfimou nebo nepfimou zavislost; tvar této
zavislosti poklddejme pro jednoduchost za linearni. Proto dosti Casto pii analyze zavislosti
dvou ndhodnych veli¢in postupujeme bud’ pomoci dvoji linedrni regrese nebo zavadime

ortogonalni regresi.

Pti dvoji linearni regresi uréime regresni rovnici pro zavislost y na x a regresni rovnici

pro zavislost X na y, tedy rovnice:
y=ayx+byx.X (4.352)
y=agytbyy.y (4.352)

Urceni vzajemné zavislosti obou proménnych je v pfipadé dvoji regrese usnadnéno tim, Ze

plati:
r= b, b (4.35b)

kde by a by jsou smérnice rovnic (4.35a). Z toho vyplyvé, Zze pror =1 musi byx =b_ , ale

X,y

zaroven i to, ze pro 0 < Irl <1 se regresni piimky budou od sebe lisit.

Jindy, zejména pfi sy ~ sy, zavadime ortogondlni regresi, ktera je zalozena na tom, Ze

minimalizujeme kolmou vzdalenost bodu od regresni ptimky. Nabyva tvaru

y=a+bx

<= % (4.36)

kde
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2
bzéi (éj +1
2

1
a= H(ZYi_bZXi)
a pomocna veli¢ina

Xx) XX = y) Yy
A: i i i i
HZXiYi_ZXiZYi

Ze vztahu (4.36) vyplyva, Ze pii ortogonalni regresi nabyvaji obé smérnice pro jakékoliv
hodnoty r vzadjemné reciproké hodnoty. V ptipad¢€, Ze pouzijeme ortogonalni regrese, musime

koeficient korelace odhadnout pomoci vztahu (4.34).

Neékdy, hlavné pii posuzovani kalibra¢nich piimek v analytické chemii, se vedle

koeficientu korelace zavadi tzv. koeficient determinace

D=100r (4.37)

ktery je vzdy kladny a D = 0 charakterizuje nezéavislost, D = 100 funk¢ni zavislost obou

proménnych. Neumoziiuje ovSem rozlisit, jde-1i o zavislost pfimou nebo neptimou.

U proménnych, mezi nimiz mizeme predpoklddat jenom nepfili§ silnou korelaci,

uréujeme nekdy tzv. obrysovou elipsu (elipsu spolehlivosti). Je to elipsa, jejiz delsi osa lezi na

piimce, ktera puli thel mezi obéma regresnimi piimkami podle (4.35a) a kterd ma podobny
vyznam, jako pdas spolehlivosti regresni zavislosti. Pro posouzeni variability bodii ma vyznam

plocha této elipsy, ktera tizce souvisi s veli€inou Q = s,sy (1 - 1%), kde smérodatné odchylky

resp.
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charakterizuji pfesnost uréeni obou proménnych, X, y a r je odhad korela¢niho koeficientu
podle (4.34). Je ziejmé, ze plocha obrysové elipsy je tim vétsi, ¢im vétSi jsou smérodatné

odchylky a ¢im vic se Irl 1i§i od jedné. Veli¢ina

) Z(Yi_Yi)z
o) 4.38
R Yot (39

je uzitecna tim, Ze ukazuje jaka ¢ast variability hodnot y je dana jejich zavislosti na hodnotach

X.

Reseny piiklad:

Méme vyhodnotit zavislost dvou nahodnych velicin, x a y, jejichz hodnoty jsou

sestaveny podle velikosti x; do schématu:

1 % Vi x? y? Xi. Vi

1 1,0 3,0 1,00 9,00 3,00

2 2,1 1,1 441 1,21 2,31
3 2,5 6,0 6,25 36,00 15,00
4 3,0 4,2 9,00 17,64 12,60
5 3.5 3.5 12,25 12,25 12,25

6 4.1 1,5 16,81 2,25 6,15
7 5,0 8,4 25,00 70,56 42.00
8 5,3 6,6 28,09 43,56 34,98
9 5.4 4,5 29,16 20,25 24.30
10 6,2 2,8 38,44 7,84 17,36
11 6,2 5,6 38,44 31,36 34,72
12 7,2 7,1 51,84 50,41 51,12
13 7,8 4,6 60,84 21,16 35,88
14 8,1 9,0 65,61 81,00 72,90
15 8,9 6,8 79,21 46,24 60,52
16 9,1 9,1 82,81 82,81 82,81
Soucty: 85,4 83,8 549,16 533,54 507,90

Dvoji regrese metodou nejmensich ctvercii: y = 1,771 + 0,649 x

x=1983+0641y

Ortogonalni regrese: y=-0,182+ 1,016 x
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x=+0182+ 0,984y

Korelacni koeficient r = ,/0,649-0,641 = 0,645 je pro n = 16 statisticky

vyznamny na hladiné (1 - o) = 0,95, je tedy mezi obéma proménnymi prima

zavislost.

Pro ortogonalni regresi je 1,016 . 0,984 = 0,9997 = 0.

Graficke znazornéni této zavislosti je znazornéno na obr.10.

OR

Obr. 10: Grafické zpracovani dat z predesilého prikladu dvoji regresi (X =
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J0), Y = f(x) - metoda nejmensich ctvercii) a ortogonalni regresi.
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4.4 Vicenasobna linedrni regrese

Pfi statistické analyze casto zjiStujeme, Zze méfené hodnoty y zaviseji na vice
faktorech. Neni vzdy mozné provést takovou sérii pokusi, pfi nichZ by se ménila pouze
hodnota jediného faktoru a ostatni byly konstantni: to by totiz umoziovalo sledovat vliv
jednotlivych faktord jednoduchou regresi. Pak je nutné zpracovat experimentalni vysledky ve
vztahu k soucasné zméné¢ vSech faktorii. Jsou-li ocekdvané hodnoty nahodnych veli¢in y;

linearn¢ zavislé na nékolika vzajemné nezavislych proménnych x, X, ... Xy, tj. plati-1i, Ze
yi=o + Bixi; + BaXiz + ... T PiXik + & (4.39)

muizeme pro vypocet odhadl koeficientdi o, Bi odvodit soustavu normélnich rovnic a jejich
feSenim ur¢it odhady a, bi. Tak napt. pro k = 3, tj. pro tfi nezdvislé promeénné, jsou normalni

rovnice:
an + b Y x, b x,  tbhyx, = Dy
ayx; + by xi by xx, T bYx x; = Dxuy
ay x, T by xux, +tbhY.xh o+ by XXy = DX,y
aY x; t b Y xux; f Y xpx b xE = D xuy,

Tuto soustavu rovnic pak feSime.

Reseny piiklad:

Mame urcit rovnici pro vicendsobnou linedrni regresi dat, sestavenych podle

velikosti y do nasledujici tabulky:

y X1 X> X3
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- 8,20 1,9 0,2 15,0
- 7,26 1,0 0,6 12,8
- 0,36 2,0 0,9 6,5
+0,15 3,0 0,3 7,2
+ 4,87 8,3 0,1 9,0
+ 6,68 4,5 0,8 2,0
+ 7,17 7,6 0,9 5,6
+ 7,39 5,0 0,4 2,1
+ 7,85 10,0 0,5 0,8
+ 9,46 6,0 0,7 0,9
+10,93 6,6 1,0 0,1
+14,91 9,9 1,2 0,1
53,59 65,8 7,6 62,1

Grafické zpracovani zavislosti y = f(x;,x2,x3) neni mozné, zpracovanim dilcich
linearnich regresi tvaru y = f(x;), i = 1,2,3 metodou nejmensich ctvercu
dostaneme zavislosti, které nejsou vystizné. Teprve trojndasobnd linedarni regrese y

=3,0 + 1,2x; + 0,1x; - 0,9x3 popisuje velmi dobre tuto zavislost.

Metody jednoduché a vicenasobné linearni regrese a polynomické regrese nachézeji
velké uplatnéni v chemometrii a jsou zakladem celé fady specielnich metod. Pokud pfijmeme
na zkuSenosti zalozenou ptedstavu, ze se v praxi nejcasteji uplatituje bud’ linearni jednoducha
1 vicendsobnd nebo polynomicka regrese, je vyhodné vyraz pro zéavislou proménnou y

zobecnit vztahem
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k
y=aofp+aify +. +afi= Y af (4.40)

i=0

kde a; jsou regresni parametry a fj jsou tzv. regresory, i = 0,1, .. , k. Regresory mohou byt
mocniny nezavisle proménné f; = X! (pti linedrni regresi je 1 = 0,1) nebo mocniny jeji urcité
funkce (napf. muze byt f; = (1/x' apod.). Pfi linearizaci mize byt f; funkci x (napt. f; = log x
apod.); pii vicenasobné regresi f; = x; apod. Také y muze byt funkci nezavisle proménné.
Sestaveni a feSeni normalnich rovnic umozni vypocet regresnich parametrii a; tak, jak bylo
uvedeno dfive; pfi pouziti pocitace se vSak Iépe uplatni vypocet za pouziti maticovych

operaci.
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